SOLUCIONARI Unitat 11

Comencem

O Estudia la tendéncia de la mateixa funcio
f(x) =x2—-4enx=—-2ien x = 0. Indica si
la funcié és creixent o decreixent en cada
cas i comprova la resposta a partir de la
seva representacio grafica.

f(x)=x2—-4

X=-2

f(=2,1) = (-2,1)2 — 4 = 0,41

f(=2,01) = (—2,01)2 — 4 = 0,0401

f(—=2,001) = (—2,001)? — 4 = 0,004001
x — —27,f(x) = 0*

x 1, f(x) | és decreixent

f(—1,9) =(-1,92 -4 =-0,39

f(—1,99) = (—1,99)2 — 4 = —0,0399

f(—1,999) = (—1,999)2 — 4 = —0,003999
x — =27 f(x) = 0~

x |, f(x) 1 és decreixent

Enx= -2 f(x) = x2 — 4 és decreixent.

x=0

f(=0,1) = (-0,1)? — 4 = —3,99

f(—0,01) = (—0,01)2 — 4 = —3,9999

f(—=0,001) = (—=0,001)2 — 4 = —3,999999
x = 07, f(x) - —47

x 1, f(x) | és decreixent

f(0,1)=0,12 -4 = —3,99
f(0,01) = 0,012 — 4 = —3,9999
f(0,001) = 0,0012 — 4 = —3,999999
x — 0F, f(x) —
x |, f(x) | és creixent

En x = 0 f(x) = x2 — 4 passa de decreixent a
creixent.

~4

En x = —2 és decreixent

Graficament: En x = 0 passa de decreixent a
creixent
Exercicis
L X+ 2
1. Donada la funcié f(x) = 1 :
a) Troba el limit de la funcié6 per a x = 4,
x=1ix=-2.
x=4, x

>

— 47 f(x) = 27
— 4%; f(x) — 2‘]

Xlin4 f(x)=2

x

x=1, X — 17; f(x)—>—oo
- 1%, f(x) = +o

lim f(x) = o

x—1

x
Il
I
N
x

—- =27, f(x) = 0
—- —=2%; f(x) — 0]
Iim2f(x) =0

X— —

>

b) Indica si es creixent o decreixent per a
x=4ix= -2

x=4, x = 47; f(x) = 2%
Es decreixent ja que x 1, f(x) |
x — 4%; f(x) = 2~
Es decreixent ja que x |, f(x) 1

Decreixent.
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xX=-2,x = —27; f(x) = 0*
Es decreixent ja que x 1, f(x) |
x — —=2% f(x) = 0~
Es decreixent ja que x |, f(x) !
Decreixent.
2. Donada la funci6 f(x) = ﬂ:
3x
a) Troba el limit de la funci6 en x = 0.
x = 0~ f(x) = 0,6~
x — 0+ f(x) — 0,6% }

- 2
lim f(x) = 0,6 = —
x—0 3

D) Qué pots dir del creixement de la fun-
cié en el punt x = 0? Justifica’n la res-
posta.

x = 0 & Dy;. No poden parlar de creixe-
ment en x = 0.

3. Calcula els limits segiients:

2—x—5x2

a) lim
)x—>°c 3x2+1
2—-x—5x2 . —5x2 5
lim —————— = = ——
x> 3x2+ 1 x—== 3x2 3
7x—3
b) i
x—>» 4x2 + 2
7x—3 _ 7x _
x—o 4x24+2  x—= 4x2
) 7
= |lim — =
x— 4x

C) xI—I>Too (V3x2+5x -9 —{/3x2—x +1)

lim (V3x2+5x -9 —y/3x2—x+1)=

X— +

i (V3x2+5x -9 - (Y 3x2—x +1)?
x=te [3x2+5x—9++4/3x2—x +1

3x24+5x—9—-3x2+x—1

x=+2 [ 3x2+ 5x —9 +/3x2—x + 1

i 6x—10
x4 [3x2+5x—9 +v3x2—x +1

d)

f)

Q)

i 6x
= lim ———— =
x—te 3/ 3x2 4+ 3x?

) 6x ) 6 x
= |Im _— = ||m —_— =
x=te f3x+3x x=+2 24/3x
6 3 3v3
2V3 V3 3

lim (Vx2+1-x-2)

X — +x
im (Wx2+1—-—x-2)=
X— +x

= Jim [Vx2+1-(x+2)]=

(Vx2+1)? = (x + 2)2
m ——
x=de X241+ x+ 2

X2+ 1-x2-4x—-4
= lim —— =
x=4e o X241+ x+ 2

. —4x -3
lim ——— =
x—=4e o x4+ x4+ 2

lim (3x3+2—y5x4—3x2-17)

X— —o

lim (3x3+2 —y5x4—-3x2—-7)=
X— —x

= lim (3x3) = -
X — —o
. 1-3x3
lim —————
x—-= 5x2 4+ 2
. 1-3x3  —3x3
im ————= =
x—>—= 5x2+2 x—-= 5x2
) —-3x
= lim ——=+4®

X— —x
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h) lim

<x2+x+2 N 1—x3>
2x+ 3 x2+5

<x2+x+2 . 1—x3)
2x+ 3 X2+ 5

= lim
x=>+o  2x3+3x24+10x + 15
— x4 —x
= i = — = —®
X — 4o X3 X — 4+ 2

6x4—5x3+2x2-3
x=>x 2x3—x24+2x+7

6x*—5x3+2x2—-3
x== 2x3—x2+2x+7

4

= lim = lim 3x=
X — © 2x3 X — ®

. 2 —2x |\

i) lim (3+—) 2

X—> o x—4
2_ 9oy x+1

lim (3+—> 2 _
X x—4

—6 x+1
=Iim<1+ ) 2 _
x—4

-6 x—4 -6 x+1
= lim {(1 + ) ° ]X“ ?
X X —4

-3x—3

lim 7]
x—=o  X—
= e = e_3

K)

. (3x3+2 4x—1>
x>-=\ x2+5 6x2+3

_ (3x3+2 4x—1>_
x=-=\ x2+5 6x2+3)/)

12x4—3x3+8x—2

m
x—=-» BGx4+ 33x2+ 15

) 12 x4
= lim =
X — —oo 6x4

[) lim

X— +x

(3+x—3x2>3-x
1-2x2

lim
X — +oe

<3+x—3x2)3—X_
1—2x2 B

—x4—2x3+7x2+7x+ 13 3

( , 3+ x— 3X2)Xﬂ"1x(3x’

x>t 1 —2x2

_ 3X2 lim (3 —x)
={ lim Xt =
X — +o _2X2

R

Troba el limit de la funcié
x3—5x2+6x
x3—3x2+2x
ix=3.

flx) =

. x3-5x2+6x
lim =
x—=0 x3—3x2+2x

X(x2—-5x+6)

= lim =
x=0 x(x2—-3x+2)
_ X>-5x+6 6
= Jim ————=—=3
x=0 x2—3x+2 2

x3—5x2+6x 2

= ——— =00

lim
x=1 x3 —3x2+ 2x 0

. x3—-5x2+6x
lim
x=2 x3—3x%+2x
(x —2)(x%2 — 3x)
im =
x=2 (x—2)(x2 — X)
x2 —3x -2

= lim = = -1
x=2 x2-—x 2

. x3—5x2+6x 0
lim
x—=3 x3 —3x2+ 2x 6

Calcula els segiients limits de funcions:

x—v3x+10
a) lim v
x—5 x2 - 25
. x—yY3x+10
lim =

x—=5 x2 — 25

x2—(Y3x+10)?

enx=0,x=1,x=2

m —_— =
x=5 (x2 — 25)(x +/ 3x + 10)
x2—3x—10

lim — =
x=5 (x2 — 25)(x +V 3x + 10)

(x —5)(x + 2)
= lim

McGraw-Hill/Interamericana de Espana, S.A.U.

Matematiques 1. Batxillerat

g (x — 5)(x + 5)(x + V3x + 10) -



) X+ 2
= iim ——
x=5 (x + 5)(x + v 3x + 10)
7 7
©10-10 100
. x+1 2x+ 3
) x"i"0< 6x2  3x3 >

_ <x+1 2x+3>
lim - =

x—>0\ 6x2 3x3
g X(x+1)—-2(2x+3)
_XL)O 6X3 =
X+ x—4x-6
= lim =
x—0 6 x3
. x2-3x—-6 -6
= lim - =
x—=0 6x3 0
. 2x+3 2x+2
c) lim :
x=1\ x2 -1 x-1

lim

x—1

<2x+3 _ 2x+2)

2—1  x-1
2x+3)(x—1)

m

x=1 (2 — 1)2x + 2)
@2x + 3)(x — 1)

X D (x+ 1)2x + 2)

2x+ 3 5

=1 (x +1)2x+2) 2-4

. X2+ 2x+1
d) Ilim
x=>-1 x3+3x2+3x+1

) X2+ 2x+1
lim
x=-1x3+3x2+3x+ 1

(x+1)2

im ——

x=-1(x+1)3
1 1

= lim - — =

x—=-1 x+1 0

e lim

x—=0

2
<2x3—5x2+7x)8x3%
3x2—-4x

lim
x—=0

2
( 2x3 — 5x2 + 7x>8x3,tx
3x2—4x

X(8x+1)

- [Iim x(2x?2 —5x + 7)}“@0 3x
x—0 x(3x —4)

f)

9)

h)

i)

( 2x2—5x+7)x'1“0%_

lim
x—0 3x—4

A
R
) ( x3+4 )7
lim |[————
x=2\x24+2x+ 2
, ( X + 4 )17
lim | ——— =
Xx=2\ X2 +2x + 2
(_ x3+4 )_“317
= lim
x—=2 X2+ 2x+ 2

(-

) 3x2-9x—30
lim
x— =2 16 + 2x3

] 3x2—-9x—30
lim =
X— -2 16 + 2x3

| (x+2)(3x — 15)
=2 (x + 2)(2x2 — 4x + 8)

3x—15 7
x—=>-2 2x2—4x+ 8 8
. - 2x%2-3x
lim
x—3 27 — x3

- x3—-2x2-3x
lim =
x—3 27 — x3

(x = 3)(x2 + x)
X753 (X — 3)(—x2 — 3x — 9)

i x2 + x 4
=lim —=——
x=3 —x2—-3x—9 9
3x+9
im ————
x—>-3 x3 + 27
3x+9

im ——
x—-3 x3 4+ 27

. 3(x+3)
lim
x==3 (x+ 3)(x2 —3x+9)

1

x—>3x2—3x+9 9
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. x2+x—2
6. Donada la funcié f(x) = —————, cal-
x2+5x+6

cula’n el limit quan x tendeix a: —3—, —3*,
-3,—-2-, -2+, -2,17,1%i1.

_ X2+ x—2 4
lim = = 4o
x=-3" x2+5x+6 0t
_ X2+ x—2 4
lim = = 4o
x=>-3% X2+ 5x+6 0~
) X2+ x—2
lim ——— =
x=>-3 x24+5x+6
. X2+ x—2 )
im —————=
x=>-2"x24+5x+6
] (x+2)(x—1)
= lim ————=
x=>-27(x + 2)(x + 3)
x—1

m =
x=>-2" x+3

, xX2+x—-2
im ———=
x=>-2% x24+ 5x+ 6
) x+2)(x—1)
= |lm ——=
x=>-2%(x + 2)(x + 3)
) x—1
= lim = -
x—>-2% x4+ 3 J

] X2+ x—2

im ———— =~

x>-2 x2+5x+6

X2+ x—2

x=1" x2+5x+6

. X2+ x—2

lIim ——=

x=1T x2+5x+ 6
) X2+ x—2
im ——— =
x=1 x2+5x+6

7. Donada la funcié f(x) =V x — 4, indica’n el
domini i dedueix-ne el limit quan x tendeix
a:4-,4+, 4.

Di={x€R|x—4=0}=[4, +=)
A lim Vx -4
X—=4-
ja que els valors més petits de 4 no son del

domini.
lim v x—4=0,iper tant:
x— 47T

Alim yx—4
x—4

Calcula el limit de la funcié definida a tros-
sos:
x2 —x

T x=1
2x2 4+ 2x
f(x) =
x2 —x
_— x>1
2x— 2

quan x tendeix a 0—, 0+, 0, 1, 1+, 1, 3,
3+, 3.

X2 — x 1
lim f(x)= lim ———=
x—=0" x=0" 2x2 4+ 2x
i x(x—1)
= lim —— =
x=0" 2x(x + 1)
) x—1 1
= lim ———— = ——
x=0" 2(x + 1) 2
>
fm f0) = fim —o X
an?J* (X)_xlmﬁ 2x2+2x
. x(x=1)
= lim ————=
x=0% 2x(x + 1)
) x—1 1
= lm ——=——
x=0" 2(x + 1) 2 )
) 1
don: Iim f(x)= —
x—0 2
X— X h
lim f(x)= lim ———=0
x—=17 x=17 2x2+ 2x
) . x2 —1
lim f(x)= lm, ———=
x—=1t x—=1T 2x — 2
) x=1Nx+1)
= lm ———=
x=1t 2(x —1)
_ i X+ 1 _ 1
_x|—>m1+ 2 B )
Eflim1 f(x)
X—
) x2 — 1
lim f(x)= lm ———=
x—3" x—=3" 2x — 2
li f = | ﬂ_z
an?i"' (X)_an?S‘*' 2x —2
lim f(x) =2
x—3

Donades les funcions:

2x2+2x
fx) = ———— i
x — x3
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—-5x
x+1

six<0

g(x) =
x2

six=0
x—1

Estudia’n la continuitaten x = -1, x =0
x=1.

D;={xER|x—x3+#0}=R—1{0,1, -1}

) ) 2x2 + 2x b
im f(x)= Im ————=
Xx——1" x—=-17  x — x3
B 2x(x + 1) B
x=>-1" (x — x2)(x + 1)
= i X =1
_X_|)nj1 X_X2 =
S
i o= 2x2+2x
X_,mj1+ (x) = X_,"T]ﬁ x—x3
2x(x + 1)
x==1T (x — x2)(x + 1)
) 2x
= lim =1
x—-1F x — x2 J

d’on:Zf(1), ja que x = 1 & Dy. Discontinuitat
evitable en x = —1.

im o = | 2x2+2x )
xl)n(])* (x) _xl)rr(])’ X — x3 -
x(2x + 2)
x=0" x(1 — x3)
) 2x + 2
= lim =
x=0" 1 — x2
>
) ) 2x2 4+ 2x
im f(x)= lm, ———=
x—07" x—=0t x — x3
x(2x + 2)
= | _—m —
x=0% x(1 — x2)
2x+2

x—=0T 1 _X2 )

d’on:H/f(O), jaque x = 0 & Dy. Discontinuitat
evitable en x = 0.

S’eviten les dues discontinuitats definint una
nova funcio:

fx) x#—-1ix#0
h(x)=4 1 x= -1
2 x=0

10.

xll[q*f(x) xllm* x — x3 o+ oc

, ] 2x2 + 2x 4 -
lim f(x)= lm, ———FX——=—= —»
x—1t x—=1t x — x3 0~
Af(1),jaque x =1 ¢ Dy )

Discontinuitat asimptodtica en x = 1.

Dy={xERIx+1#0ix—1#0}=

—R—{-1, 1)
i i -5x 5
= = —_— = —
900 = im ===
l im X 2>
= = = oo
Jm g0 = im0

Discontinuitat asimptoticaen x = —1. 3 g(—1),
jaque x = =1 €& Dy.

lim g(x)= lim X
x—0~ x=0" x + 1

X2
960 =, <=0
£(0) = 0

Continua en x = 0.

2 1
xllm*g(x):xll)rq* X —1 :F: -
li li X 1 +

= = = oo
Jm g0 = fim = = 5

Discontinuitat asimptotica en x = 1. A g(1),ja
que x = 1 & Dy.

Estudia la continuitat de la funcio:
-2x2+6x—4

g = 1 - x*

Di={xER|1—x*+#0}=R—{-1,1}

Cal estudiar-laenx = —1ix = 1.

_ —-2x2+6x—4 —12 h

li = =+
x— -1 1— x4 0-

_ —-2x2+6x—4 —12 "

lim = = -
x— -1 1— x4 o+
Af(—1),jaquex = —1¢& D; )

Discontinuitat asimptotica en x = —1.
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11.

. —2x2+6x-4 )
lim =
x—=1" 1 — x4
~ (x—1)(-2x+4)
=t (X=X -2 —x— 1)
i —2x+4 1
= lim =
x=>17 —x3 —x2 — x— 1 2
-2x2+6x—4 r
x—=1* 1 — x4
- (x = 1)(~2x + 4)
Cx= 1t (X = (X3 —x2—x—1)
. —2x+4 1
T e —x—1 2
Zf(1),jaquex=1$Dg J

Discontinuitat evitable en x = 1. S’evita defi-
nint una nova funcio:

fix) x#1
9g(x) = 1
— x=1
2
En la funcié
x+1
pxr 7 six<1
x—4
f(x) =
x—-1 .
— six>1
x2 -1

a) Troba el valor de p perqué sigui conti-
nuaenx = 1.

px+1 p+1)

lim f(x) = Iim
x—=1" x—=1" x—4 -3
fimF(x) = lim, —— =
XLIT'1I+ (X)_xl)qur X2 —x
) x—1
= lim, ———= -
x=>17 x(x — 1)
= | ! =1
XL1+ x
p+1
f(1) =
(=" )

- =1 — = -4

12.

D) Hi ha algun altre punt en qué la funcié
és discontinua? Justifica’n la resposta.

No, perqué Df = R. Perap = —4 f(x) és
continua en tots els reals.

Estudia la continuitat de la funcio:
r2x+1 si< —1
x+ 3 .
si—-1<x<1
g(x) = 2x
X
six>1
X —2

Dy={xER|2x#0ix—2+#0}=R—{0,2).

Cal estudiar la continuitat en x = —1, x = 0,
x=1ix=2.

im g(x)= lim (2x+1)=—-1
1~ xX—=—-1"

X
i _ x+3 _ 4
im g0 = lim  —— =
g(=1)=-1

Continua x = —1.

i i x+3 3 h

. =— = —

xl)rT(])’g(X) xl)n(}* 2x 0

. . x+3 3 T
lim g(x) = lim =—=+4»
x—=07t x—=0T 2x ot
A g(0)jaque x=0¢& D, J

Discontinuitat asimptodtica en x = 0.

lim g = lim X =2
x—>| 1~ (X) x—>| 1= 2x

i i X 1
x—>I 1+g(x) x—>| 1+t x -2

g(1)=2

Discontinuitat de salt en x = 1.

i i X 2 R
= = — = —
Jm_g00 = i ——— =~
i i X 2 4 >
= = — = [o¢]
err2]+g(X) an;+ X—2 (0ha
Ag(2)jaquex=2¢ D, )

Discontinuitat asimptotica en x = 2.
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13. A partir de la grafica:

Df=R

a) Indica quin és el limit de la funcié
quan x tendeix a —o, +®, ®©, —4-,
_4+5 _4’ _2_5 _2+s _25 0_! 0+s 0! 1_5

1+,1,2-, 2%, 2.

lim f(x)=0; lim f(x)= +o;
X — —© X — t+®
A lim f(x)

X —

im0 =2 lm,. 709 = =

in”h f(x); f(—4) =2

lim  f(x)=1; lm__ f(x)=1;

x—> -2 x—>-2F
lim f(x)=1; f(-2)=0
X— -2
lerT(])* f(X) - X|LTT(])+ f(X) - 2;
A lim f(x); f(0) =2
x—=0
JNim_f(x) = 0; lim f(x) = 0;

lim f(x) = 0; f(1)=0

X'Lrg— f(x) = —2; XIer%+ f(x) =1;
A lim f(x); f(2) =1
xX—2
b) Justifica i classifica les discontinui-

tats de la funcié representada grafica-
ment.

Discontinuitat asimptotica en x = —4.
Discontinuitat evitable en x = —2. S’evita
. flx) x#-2

definint g (x) =
1 x=-2
Discontinuitat asimptotica en x = 0.

Discontinuitat de salt x = 2.

14. Dibuixa una grafica d’una funcié que veri-
fiqui les condicions segiients:

a) Ds=R— {0}
b) lim f(x) = 0;
X —
C) Presenti aquestes discontinuitats:

asimptotica en x = 0, evitable en x = 2
idesalten x = 4.

Resposta oberta, per exemple:

y

Acabem

1

Calcula els limits a I’infinit de les funcions
polinomiques segiients:
a) px)=4x*+x3-12x2+x-3
lim p((x) =
X — —©
= lim @4x*+x3—-12x2+x—-3)=
X— —®
= lim 4x% =+
X— —®©
im p(x) =

= lim @4x*+x3—-12x2+x—3)=

X — +x

= lim 4x%=+x

X — +oo -/

don: lim p(x) = +x

X — ©
b) q(x)=-2x3-6x2+8

lim qx) = lim (-2x3-6x2+8)=
X — —oo

X— —®

= lim (-2x3) = +o

X— —®

lim g(x)= lim (—2x3—-6x2+ 8) =

X— 4+ X — 4o
= lim (-2x3) = —
X — +x )

d'on: lim q(x) =

X — ®©

Troba el limit quan x - —o, x — +o i
x — « de les funcions racionals:

7x—3
) fla = 2x3 —x
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7x—3 h

am T = M e T x
_x—l>—oo 2X3 -
:xl—l>—oc 2X2 =0
i o — i 7x—3
anloo (X) N xi)nloc 2X3 - X -
_xl)-{-oo 2X3 -
= |lm ——=
X— +x 2 X J
lim f(x) =0
X — >
12x2+2x -5
b x) =
) 9t 6x2—8x
i 0= I 12x2+2x—-5 )
im X)= lm —————=
e x—=>—=  6x2—8x
) 12 x?
= lim =
x——= 6X?
i - 12x2+2x—-5
xl)n]rw g(x)_x—Ln]roo 6x2 — 8x B
] 12 x2
= |im =2
x—+o 6 x2
Xli_r)nwg(x)=2 )
0 hi) ===
X) =
7x3+20x—1
x4 —2 )
im h(x)= Im =—/———"—=
X — —%© X—> —» 7x3+20x—1
. x4
:x|l>nloo - 7X3 -
) X
= lim —=—-x
X— —w
. . x*—2
lim h(x)= Im =——]/———/¥7¥—""=
X— +o x=+o  Tx3+20x — 1
. x*
:xllp]»oo - 7X3 -
X
= |lim — =+
x—+o 7
lim h(x) =«

X — ©

x3—4x2+ 3x
x2+x—2

3. Donada la funcié f(x) =

a) Calcula el limit de f(x) quan x — —2i

x — 1.
, x3—4x2 + 3x - 30
lim = = o0
x=>-2 X2+ x-2 0

o x3—4x2+3x
lim —— =
x=>1 X2+ x-—2
(x = 1)(x2 — 3x)
im =
x=1 (x—1)(x+2)

X2 — 3x 2

x=>1 x4+ 2 3

1
b) Determina el limit de la funcié <7> (%)
quanx — 0, x - 1ix — 3.

) X2+ x—2 -2
lim = =0
x—=0 x3 —4x2+ 3x 0
] X2+ x—2
im ———— =
x=1 x3—4x2+ 3x
(x—1)(x+2)
x=1 (x —1)(x2 — 3x)
) X+ 2 3
= |lm ————= —
x=1 x2 —3x 2
) X2+ x—2 10
lim = = o0
x—>3 x3 —4x2+ 3x 0

4. cCalcula:
x+6 x+4
a) lim -
x>-2\ x2-4 x2-2x

, ( X+6 X+ 4 )
lim - =
x=>-2\ x> — 4 X2 —2x
i (xX+6)x—(x+4)(x—2)
X— -2 X(x —2)(x + 2)
X2+ 6x—x2—2x+8

= lim =
x—> =2 X(x —2)(x + 2)

4x+ 8

a2 X(x—2)(x +2)
_ 4(x + 2)
lim =
x=>-2 x(x —2)(x +2)
4 4

lim =
x=-2 x(x— 2) -2 (—4)

A
2
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x—vV4x -3
b) lim X-—Vax-3
x—=3 x2-3x

) x—vV4x -3
im ————=
x—=3 x2 —3x

x2—(J4ax—3)
lim
x=3 (x2 - 3x)(x +y4x -3 3)

. X2 —4x+ 3
lim —— =
x=>3 (x2 — 3x)(x +4x —3)

(x—=3)(x—1)
lim —_— =
x=3 x(x—3)(x+vV4x —3)

x—1 2 1
= lim —— =—
x—3 x(x+\/4x—3) 3-6 9

c) lim

x—1

<3x+1 x2—x>
2x—2 2x+3

lim

x—1

(3x+1 x2—x)_
2x -2 2x+3/)

Bx+ 1)(x2 - x)

x=1 (2x—2)(2x + 3)

Bx+ )x(x—-1)
S 2 (x— 1)@x+3)

x(Bx+ 1) 4 2

x=1 2@2x+3) 25 5

5. Per calcular alguns limits cal utilitzar el mé-
tode del doble conjugat. Consisteix a mul-
tiplicar el numerador i el denominador pel
conjugat de cadascun d’ells. Tot emprant
el métode del doble conjugat, calcula:

. 3x—x%2+ 32
lim
x=2 x+2-x

_ 3x —yx2+ 32
lim =
x=2  x+2-x

- [(Bx2 - (Vx®+32)7](Vx+2+ x)
x=2 [(Vx+ 22— x2](3x + VX2 + 32)

- 92 -x2-32)(Vx+2+x)
=2 (x+2 - x)(3x +Vx2+32)

i 8% 32)(Vx+2+x)
C x—2 (—x2 + x +2)(3x + y x2 + 32) B

i 8(x-2)(x+2)(Yx+2+x)
S x=2 (x—2)(—x— 1)(Bx+ V2 + 32)

o 8(x+2)(Vx+2+x) _
x=2 (—x — 1)(3x + v x2 + 32)

8-4-4 32

-3-12 9

Mitjangant una taula de valors comprova
que: 1

lim (1+x)*=
x—0

Sabent que lim [1 + f(x)] ™ = o si
X—a
lim f(x) = 0, calcula:

X—a
2
x—1 —
lim <1+ )3" 3
x—1 x+1

1

g =(1+x"
4 N
9(0,1) = (1 + 0,1) %" = 1,110 = 2,5937425
1
g(0,01) = (1 + 0,01) " =
=1,01100 = 2,7048138
1

g(0,001) = (1 + 0,001) *%" =

= 1,0011000 = 27169239 J

lim, g(x)=e
x—07T ( )
1 -

9(-01)=(1 - 0,1) " = 0,9-10 =

1 \10 ~
=|——] =1,110=2867972
0,9

( 1 )100
g(—=0,01) = —0’99 =

=1,01100 = 2,731999

Y

1000 J—
g(—0,001) = = 1,0011000 =

0,999
= 2,7196422 J

im g(x)=e
x—=0"

1
Per tant, lim (1 + x)X =
x—0
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lim

X—1\35x_3
<1+ >3x 3:
x—1 X+ 1

2

1 2

X — 1 x+1 X —
= lim |:<1+ >x1}x+1 3x73=
x—=1 x+1

lim_ 2(x-1) im 2 1
_ D31 _ SerN _ g3
. » x + |x|
7. Raona per qué la funcié f(x) = ——no
X

té limit quan x — 0.

] X+ |x| ] X=X
lim —— = I|im =0
x—=0" X x—=0" X
) x + |x| . X+ X
lim = lim =
x—>07t X x—>07t X
li —2X 2
x—=0t x y
i x + |x|
i
x—0 X

8. Calcula el limit de:

f

X

six<0
x2 + x
F(x) 3x-9 0<x<3
xX) = SIVs=sX
x2-9
3x .
six=3
L x+3
quan x tendeix a —, +o, ©, =17, =1,

-1,0-,0%0,37,3%3.

lim  f(x)
X— —x

x=0" x+1
lim . f(x) = | =9 4
im_ f(x) im, 2 9 ]
XlanOf(x)=1
lim f(x)= | X—9 _ |
xl)rT(]i’ (X)—le7 2_9
: 3(x—-3)
= lim ———— =
x=>37 (x — 3)(x + 3)

3 1
x=3" x+3 2

. . 3x
lim_ f(x) = lim =—
x—3+ x—>3" x4+ 3 2

A lim f(x)

x—3

1
Les funcions f(x) = |x|, g(x) = —ih(x) =
x

= v/ x s6n continues en x = 0? Justifica’n
les respostes.

lim f(x)= lim |x| =0

li
x—=0 x—=0
lim f(x)= lim |x| =0
x—=0t ( ) x—>0+| |

f(0) =0

f(x) és continua en x = 0.

. : 1 )
900 =i ==
li li —1 ! + [
= = = [ee)
err(])*' 90 err(]J‘*' X ot
Ag(0)jaquex=0¢D, J

g (x) és discontinua en x = 0. Es una disconti-
nuitat asimptotica.

a lim _ h(x) ja que Dy = [0, +]
X —

bt =l V¥ =0

f(0)=0

h(x) és discontinua en x = 0.
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10. La funcié

{1
f(x) =
X+ 2

és continua en x = 0? | en x = 1? Raona
les respostes.

six<0

six>0

XIergff(x) =1
XIercl)+ f(x) = XILn?)+ x+2)=2
f(0) =1

En x = 0 la funci6 f(x) presenta una disconti-
nuitat de salt.

lim f(x)= lim (x+2)=3
xX—1" xX—1"
X|LI’T1l+f(X) = X'L"h(x +2)=3
f(1)=3
En x = 1 la funcié f(x) és continua.

11. Justifica raonadament per qué una funcié
polindmica és continua per a tot x € R.
Sigui p (x) una funcio polindbmica.

D,=R

lim_p(x) = lim p(x) = p(a) — és conti-
X—a X—a

nuaV a e R.

12. Classifica les discontinuitats de cada fun-
cié per al valor de x que s’indica:

1
a) f(x) = enx=3
x—-3
. . 1 1 b
lim f(x) = lim =——= -
x—3" x—=3" x—3 0
1
lim, f(x)= lm, ——= = 4o
x—>37T x—=3t x—3 ot
Af(3),jaquex=3¢& D, )

Discontinuitat asimptoética en x = 3.

X six< -1
enx= -1

b) g(x) ={

xX2+2 six=-1

im gx)= lim x= -1

x— 17 x——1"

im gl = lim _ (x*+2)=3
g(-1)=3

Discontinuitat de salten x = —1.

13. Estudia la continuitat de la funcio
2x2 -8

f(x) = enx=0ix=2.
) x3 — 2x2
2x2 -8 -8 h
[ = = 4o
x—=0" x3 — 2x2 0~
2x2 -8 -8 "
im = = 4o
x—=0T x3 —2x2 0~
A£(0), jaque x = 0 & Dy )

Discontinuitat asimptoética en x = 0.

i 2x2 -8 2x—2)(x +2) )
im ————— = =
x—=27 x3-2x2 x—27  Xx?2(x—2)
2(x+ 2
o 20k
X2~ X2
i 2x2 -8 i 2(x —2)(x +2)
X2 X3 _2xZ | xe2t X2(x—2)
) 2(x + 2)
= lim, ———=2
x— 2t X2
Zf(Z)jaquex=26£Df J

Discontinuitat evitable en x = 2.

flx) x#2
S’evita definint g (x) =
2 x=2

14. Explica per qué té una discontinuitat evi-
table en x = 1 la funcié:

2 six<1
f)=1 x+3
2 six>1

Com es pot evitar la discontinuitat?

lim  f(x) = 2
x—=1"
im fod = i X+3
mel‘*' (X)_erq+ 2 B
A1)
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15.

16.

Efectivament, és una discontinuitat evitable.

2 x <1
S’evita definint g (x) = x+3
2 six=1

Troba el domini i estudia la continuitat de
les funcions irracionals:

a) fix)=-vVx—1
Di={xERIx—1=0}=[1, +x)
A lim (—Vx-1)
Jm, (SVx=1) =0
f1)=0

Es discontinua en x = 1.

b) gx)=va-x
Dy={xERI4—x2=0}=[-2,2]

a lim V4 - x?

X— —

g(=2)=0

Es discontinua en x = —2.
lim V4 —-x2=0

xX—2"

lei!g‘*'\/4 —x

9(2)=0

Es discontinua en x = 2.

Estudia la continuitat de la funcié segiient:
3x-9

f(x)=——m
() 2x2-18

Di={xER|2x2— 18 # 0} = R — {—3, 3}

_ 3x-9 -18 b

lim = = —oo
x—-3" 2x2-18 0%

_ 3x -9 -18 <

lim = = +o
x—>-3% 2x2—-18 0~
Af(-3)jaque x = —3 & Dy J

Discontinuitat asimptoética en x = —3.

17.

18.

~

3x—9 3(x — 3)
im ——— = =
x—>3" 2x2—-18 x—37 2(x — 3)(x + 3)
1
= lim —————=—
x=3" 2(x+3) 4
. 3x-9 _ 3(x — 3)
im ——— = lim =
x—=3t 2x2 —-18 x—=3% 2(x — 3)(x + 3)
) 1
= lim, ————=—
x=3" 2(x+3) 4
Zf(3),ja que x = 3 & Dx. J

Discontinuitat evitable en x = 3, s’evita defi-
nint:

fix) x#3
gx) =19 1
— x=3
4

A partir de la grafica, descriu tots els punts
de discontinuitat de la funcié part entera,
definida per a tot nombre real x com la fun-
cié f(x) que hi fa correspondre el nombre
enter més gran n tal que n < x.

y

2 —
1 —
-2 —1
1. 2 3 X

A partir de la grafica s’observa que V x € Z, hi
ha una discontinuitat de salt i és continua en
els altres punts.

Descriu el domini i les discontinuitats de
les funcions segiients:

x+3

a) f(x)=

Di={x€R|x#0}=R—{0}

~

) x+3 3

lim = = 4o
x—=0" —X (0ha

. x+3 3

lim =—=-®
x—0t —x 0~
AfO)jaquex=0¢& Dy

Discontinuitat asimptotica en x = 0.
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b)

d)

3x—-15

g(x) = X7 —5x

Dy ={x € R[x2—-5x+ 0} =R — {0, 5}

~

3x—15 -15
lim = = —w
x>0~ x2—5x (0hs
) 3x—15 -15 r
lim = = 4o
x—=0" x2 —5x 0-

Hg(O),jaquex=O$Dg J
Discontinuitat asimptoética en x = 0.

~

] 3x—15 ] 3(x—5)
im ————= |lim ———=
x=5" x2—-5x x—=5 x(x—05)
3 3
= lm —=—
x—=57 x 5
~ 3x—-15 _ 3(x-5)
lim —————= |lim, ————— =

x—=5T x2—5x

Ag(5),jaquex=5¢D, J

Discontinuitat evitable en x = 5.

gx) x#5
S’evita definint q (x) = 3
— x=5
5
x3 + x2
hi) = ————

D,={x€RIx2+#0}=R—{0}

~

o x3+x? o X2(x+ 1)
im ——— = |lim ———=
x—0" —x2 x—=0" _X2
= X'L"&—(_X_ 1) = -1
i x3 + x2 o X2(x+ 1)
im ——— = |lim ———=
x—0t —x2 x—0t —x2
= lerrgﬁ(—x— 1) = -1
A'h(0), jaquex=0¢ D, )

Discontinuitat evitable en x = 0.

h(x) x#0
S’evita definint r(x) =
-1 x=0

p(x) = |x* - 9|

p(x) = |x2 — 9] és pot definir aixi:

x<-30x>3

x2 -9
p(x) =

9—-x2 -3=x<3
D,=R

lim px) = lim (x2-9)=0
x— =37 x— =37
. _ oy
im _pO)=lim (9~ x?)=0
p(=3)=0
Continua en x = —3.

lim p(x)= lim (9—x2)=0
xX—3" xX—3"

Nim o p(x) = lim, (x*—9)=0
p(3)=0

Continua en x = 3.

19. Troba el domini i estudia la continuitat de

la funcio:
[ x2+3x+1 .
—_— six< -1
x+2
x2 -1
f(x) = si-1=x<1
x—-1
x+1 .
six=1
. 2—X

Di={x€R[x+2+#0i2—-x+#0}=

—R-{-2 2}
] ) x2+3x+1
lim f(x)= lm ——————=
X— =2 Xx— -2 X+ 2
-1
= — = 4
0-
i o= x2+3x+1
X_lr[]2+ (X)_X_)"I]2+ X+2 -
-1
= —_— = —00
O+
Af(-2),jaquex = -2 & D; )

Discontinuitat asimptotica en x = —2.

~

] ) x2+3x+1

lim f(x)= Im ——=-1
x—=-1" x—=-1" X+ 2

. X2 >
im0 = dm ———=0
f(-=1)=0 J

Discontinuitat de salten x = —1.

McGraw-Hill/Interamericana de Espana, S.A.U.

Matematiques 1. Batxillerat



20.

21,

x2 —1
lim f(x) = Ilim =
x—=1" x=17 x —1
x+1)(x—1
= lim ¢= lim (x+1)=2
x—=1" x—1 x—=1"
x+1

lim f(x) = Iim =
x—=1% x—=1t 2

f(1) =2 J

Continuaen x = 1.

_ o ox+1 3 )
lim f(x) = lim = = +oo
xX—=2" x—=2" 2 —x (0

. ) x+1 3

lim_ f(x)= Iim =——= -
x—27t x—=2t 2 —x 0~
er(2)jaquex=26£Df J

Discontinuitat asimptotica en x = 2.

Estudia la continuitat de la funcio f(x) =
=|x2—-1|enelspuntsx=—-1ix=1.

f(x) = |x2 — 1| és pot definir:

[xz -1
f(x) =

1—x2

x<-1o0x>1
—-1=sx<1
lim f(x)= Ilim _ (x2—-1)=0
x—= -1 x—=—=1"

i = i — 2 =
Xﬂrpﬁf(x) Xﬂrp1+(1 x2)=0
f(-1)=0

Continua en x = —1.

lim_f(x) = lim_(1-x%)=0

x—1
. _ o 2 4y —
Xll)rq+ f(x) Xll)rr}+ (x 1)=0

f(1) = 0

Continua en x = 1.

El novembre de 1999, el preu del franqueig
d’una carta en funcioé del seu pes era:

Finsa20g 0,21 €
Més de 20 g fins a 50 g 0,27 €
Més de 50 g fins a100 g 0,45 €
Més de 100 g fins a200 g 0,75 €
Més de 200 g fins a350 g 1,35 €
Més de 350 g fins a 1 kg 1,95 €
Més d’'1 kg fins a 2 kg 3,01 €

22.

23.

a) Representa per x la variable pes i per
f(x) la variable preu i escriu I'expres-
sié algebrica de la funcio.

(0,21si0<x=<20

0,27 si20 < x < 50
0,45si 50 < x < 100
0,75si 100 < x < 200
1,35 si 200 < x < 350
1,95 si 350 < x < 1000

L 3,01si1000 < x <2000

xen gif(x)en euros.

f(x) = 1

D) Indica’n el domini.
D; = (0, 2000]

C) Fes-ne la representacié grafica.

f(x) €
15+
1 L
051t _ .
100 200 300 400 x(9)

d) Estudia les discontinuitats.

Es discontinua de salt en x = 20, x = 50,
x =100, x = 200, x = 350 i x = 1000.

Troba el valor de k per tal que la funcié
X+ k six<0

f(x) = .
2x2—kx+6 six>0

sigui continua en el punt x = 0.

lim f(x)= lim (x+k)=k

x—=0" x—=0"

Xirrgﬁf(x) = XILm+(2x2 —kx+6)=6

f(0) =k

Continuaenx =0 — k=06.

Sigui la funcio:

[ kx .
six< -2
x+3
3x—h .
fx) = —— si—2<x<1
X—2
x+1 .
six=1
L 2x
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a)

b)

Troba els valors de ki h que fan que la
funcioé f(x) sigui continua en els punts
x=-2ix=1.

. , kx
lim f(x)= lim = -2k
x— 2" x—=-2" x+3
im 6 = i 3x-h 6+h
x—>IrP2+ (X)—X_erz+ X—2 - 4
f(—=2)= -2k
6+h
Continuaenx= -2 — —2k= 2
. , 3x—h
lim f(x)= lm ———=h-3
x= 1" x=>17 x—2
; . x+1
lim_ f(x)= lim =1
x— 1" x—=1t 2x
f(1)=1
Continuaenx=1 — h—3 =1
h—-3=1—-h=4
6+h 6+4 10 5
—2k= = = ==
4 4 4 2
b k:——

Hi ha algun valor de x per al qual la
funcié és discontinua? Justifica-ho.

Di={xER|x+3+#0}=R—{-3}

) ) —5x 1
lim f(x)= Ilm ———=
X—> =37 x—=-37 4(x + 3)
15
= — = —®
0-
. . —5x -
lim f(x)= Ilim ———=
x— 3% x—=3% 4(x + 3)
15
= = 4o
O+
Af(-3),jaquex=-3&D;
Discontinuitat asimptotica en x = —3.

24. Donada la grafica d’una funcio (fig. 11.11):

a) Indica’n el domini.
Dr=R - {1}
b) Digues-ne el limit quan x tendeix a
— o, +w! ®, _1_5 _1+! _1! 1_5
1+,1,3-,3+,3,57, 5%, 5.
C) Descriu-ne les discontinuitats. Justifi-
ca-les.
b)ic)
lim f(x)=0
* 4 lim f(x)
lim f(x) =1 X
X — +o©
lim _f(x) = -1
7 lim_ f(x) = —1
. X—> =
XE”J1+ f(x) = -1
f(-=1)=-1
Continuaen x = —1.
lim f(x) = +o

x—=1" .
lim f(x) = +o
. x—1
lim, f(x) = +oo
x—=1F

A1), jaque x =1 ¢& Dy

Discontinuitat asimptotica en x = 1.

lim_ £(x) = —2
7 a lim_ £(x)
Xirg+ f(x) =1

£(3) = 1

Discontinuitat de salt en x = 3.

lim_ f(x) = 3

7 lim f(x) = 3
. X—

XI_|)ng+ f(x)=3

f(5) = 2

Discontinuitat evitable en x = 5.

flx) x#5
S’evita definint g (x) =
3 xX=5
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