SOLUCIONARI Unitat 10

Comencem

¢ Donades dues rectes que tenen la mateixa
direccio, quants plans hi ha que siguin per-
pendiculars a les dues rectes a la vegada?

Hi ha infinits plans, que sén paral-lels.
¢ Donats un punt i un pla que no el contingui,

quantes rectes hi ha que passin pel punt i si-
guin perpendiculars al pla?

Una unica recta.
¢ Donats un punt i una recta que no el conté,

quants plans hi ha que passin pel punti con-
tinguin la recta?

Un dnic pla.

Exercicis

1. Determina tres punts de la recta:
r:(x,y,z)=(4,-2,5) + L(-3,1,-2)

r: (x,y,z) = (4,-2,5)+ 1(=3,1,-2)
2=0— A4,-2,5)
A=1-B(1,-1,3)

= -1 C(7,-3,7)

2. Escriu les equacions paramétriques de la
recta que passa pel punt P(3, -2, 4) i té la di-
reccio del vector u = (2, -3, 3).

x=3+2\
y=-2-3\
z=4+3)\

3. Determina I'equacio6 vectorial i les equacions
continues de la recta que passa per I’origen
de coordenades i pel punt P(-1, 4, -2).

P(-14,-2) >V =p =0P =(-14,-2)
0(0,0,0)

equacio6 vectorial: (x,y,z) = 1(-1,4,-2) VAeR

equacions continues: X_y_=z
a 1 4 2

4. Determina la recta que passa pels punts
P(2, 0,-1) i Q(3, 1, 1), i comprova que conté
el punt R(5, 3, 5).

P20, . -
0G4 }V—PQ—(’H,Z)

P(2.0.—
4(2,0, 1) Fx-2-y-= z+1
V(11,2) 2

5-2=3
R(5,3,5) = 15 +1

23
2

5. Escriu I'equacio vectorial de cadascuna de
les rectes que determinen els eixos de co-
ordenades.

Leix OX: (x,y,z)=1 (1,0, 0), I'eix OY: (x, y, 2)
=u(0, 1, 0), l'eix OZ: (x, y, z) =v(0, O, 1).

6. Un vector director d’'una recta és u = (-2, 3, -1).
Troba els components d’un altre vector di-
rector d’aquesta recta que sigui unitari.

li|=v4+9+1=+14
11
= — = —F, —2,3’—1 =
Y ] RN, ( )

7. Sigui u = (3, -5, —2) un vector director d’una
recta. Esbrina el valor que tenen v, i v, per
tal que el vector v = (v,, v,, 3) també sigui
un vector director de la mateixa recta. Es-
criu el vector U com a combinacié lineal del
vector v.

u=av —(3,-5-2)=o(v,Vv,,3)

av,=3
av, =-5
3a=—2—>0=——
3 9
V1:—=——
a 2
v, =_2_15
2 2
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8. Determina tres punts del pla segiient:

10.

11.

12.

T (X, Y, Z) = (6! _1, 3) + }\‘(2! _41 5) +
+|1(1,0, _7)

(x,y,2) = (6,~1,3) + M(2,~4,5) + u(1,0,=7)
A=pu=0-A6-1,3)

2=0, u=1— B(7,~1,-4)

A=1,u=0- C(8-58)

Determina ’equacié general del pla que té
el vector u = (2, -2, 5) com a vector orien-
tador i que passa pels punts P(0, -2, 3) i
Q(1,1, 4).

Pw‘zs)vzﬁézmam

Q(11,4)
P(0,-2,3) x o2 A
i=2-25\5>ly+2 2 3| ;’121g_
v =(131) z-3 5 1| °¢T°T

Escriu les diferents equacions del pla que
passa pel punt A(3, -1, 2) sabent que els
vectors que determinen la seva orientacio
soén u=(2,5,-3)iv=(4,1,3).

Equacié vectorial: (x, y, z) = (3, -1, 2) +

+ M2, 5, -3) + 14, 1, 3).

Equacions parametriques:

X=3+2A+4pu
y=9y=-1-5h+p
z=2-3L+3u

Equacié general: x—y—-z-2=0

Equacio6 canonica: X +L +i =1
2 -2 -2

Demostra que el pla que té per equacié ge-
neral By + Cz+ D =0 és paral-lel a I’eix OX.

By+Cz+D=0—-y=-D/B-(C/B)z
(x, ¥, z)=(0,-D/B, 0) + A(1, 0, 0) + (0, —C, B),
el vector €, = (1, 0, 0) que determina la direc-

ci6 de I'eix OX, és un vector orientador del pla,
per tant el pla és paral-lel a I'eix OX.

Comprova que les equacions vectorials se-
giients:

(X, Y, Z) = (15 2! 3) + 7\'(1’ _11 0) + IJ(—1, 0, 1)

(X! Y, Z) = (05 0, 6) + p(O! _1, 1) + 0(2! _1, _1)
son del mateix pla.

(x,y,z)=(1,2,3) + A(1,-1,0) + u(-1,0,1)

13.

14.

15.

x-1 1 -1
y-2 -1 0
z-3 0 1
(x,y,2)=(0,06) +p(0,-1,1) + 5 (2,-1,—-1)
X 0 2

y -1 1=0->x+y+z-6=0

z-6 1 -1

Com que déna la mateixa equacio general, és
el mateix pla.

=0>x+y+z-6=0

Determina un punt i els vectors orientadors
del pla que té per equacié general:

x-3y+2z-5=0

x=5+3y-2z x=5+31-2u
y=A2 S>y=2A P(5,0,0);
Z:/l Z:'u

Emprant I'equacié general del pla, com-
prova que els punts P(1, 2, -1), Q(3, 1, 2),
R(1, -1, 0) i S(0, -2, —1) s6n coplanaris.

P(1,2,-1)

Q(3,12)
P(1,2,-1)
R(1,-1,0)

}ﬁ:56:4z—1m

}V=Pﬁ=(Q—an

P(1,2,-1) x-1 2 0

U=(2,-13); >ly-2 -1 -3|=0->4x-y-
v =(0,-3,1) z+1 3 1

-3z-5=0

S(0,-2,-1) > 2+3-5=0— S és del pla que
determinen els punts P, Qi R, per tant els qua-
tre punts sén coplanaris.

Troba dos vectors associats al pla segiient:
3x -2y + 2z + 5 = 0 que siguin unitaris.

3x-2y+2z+5=0—->n=(3,-22)

| =vo+4+4 =17

- 3 2 2
'”‘_"3"2‘2"[¢1—7"¢1—7’¢1—7J
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16. Troba I’equaci6 general del pla que passa pel
punt (-3, -2, 1) i és perpendicular a una recta
que té la direccio del vector u = (0, 3, 1).

n=0i=(0,31)—->3y+z+D=0
P(-3,-21) > 6+1+D=0—>D=5

n:3y+z+5=0

17. Donat el pla n: 5x+ 3y —-2z—-8 =0 el punt
P(3, 4, -2), troba I'equacio de la recta que
passa per P i és perpendicular al pla «.

. 5x+3y-2z-8=0—->Vv =n =(5,3,-2)
P(3,4, —2)}
x-3 y-4 z+2
5 3 -2

—> I

18. Troba P’equacié general i les equacions pa-
ramétriques del pla que passa pel punt
(0, 0, 3) i és perpendicular a I’eix OZ.

eix OZ: v =(0,0,1)
fi=v=(001)->z+D=0

P(0,0,3) >3+D=0—>D=-3
T 3 =0 equaci6 general

Z f—

A

U requacions parametriques
3

N < X
Il

19. Donada la recta:

|x-3y+4z=5
13x+2y-z-1=0
troba un punt i un vector director.

[x-3y+4z=5
8x+2y-z-1=0

x-3y=5-4z . 13
resolent el sistema: x = ——
3x+2y =1+z 11
5 14 13
LY=ot

11 11 1

d’on s’obté: P(E,—LA’,O] iv=(-51311)
11 11
20. Escriu les equacions parameétriques i conti-
nues de la recta de I’exercici anterior.

13

X =—-5\
11
. o -14
Equacions paramétriques: |y = ?+13x
z=11\

13 14
X-—— Y+ = 5
Equacions continues: S i A &
-5 13 11

21. Troba un punt i un vector director de cadas-
cuna de les rectes

X TYHIE0 G akayo1=2
Ny—a s:2x=y-1=2z
-0 1 [x:—1+l
X-y+1= X =-1+
rdXY - ysiy=/1—>{y:)L
z=4 z=4 I

P(-10,4), i =(110)
X V4
S2x=y-1=2 —=y-1=—— don
X=y T R
sébté: Q(0,10), v =(12,1)

22. Escriu larecta r: (x, y, z) = (-3, -2, 4) + A(2,
2, -5) com a intersecci6 de dos plans.

Resposta oberta, per exemple:
X+3 y+2 z-4

De 2 > 5 tenim:
X_+3:y_+2_)x_y+1:0
2 2
X+3_274 L 5xi2747-0
2 -5

23. Considera les dues equacions segiients:

kx-y+z=5
—kx+y+2kz=2
a) Digues per a quins valors de k aquestes
dues equacions representen una recta.

Perqué determinin una recta, els dos plans
no han de ser paral-lels. Considerant que
soén paral-les, tenim:

k 1 1
- = — - —
-k 2k 2
Per tant, si k = —%, els dos plans determi-

nen una resta.

b) Per a k=-1 és unarecta? En cas afirma-
tiu, escriu-ne les equacions continues.

k:—1¢%—> si és una recta
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Substituim per k = —1:

{—x—y+z:5
X+y—2z=2 obtenim:

X =2 no es poden escriure les

—_12_1 equacions continues per-
y= . qué el 3r component del
zZ=—

vector director és zero.

24. Donada la recta:

x-2y+z-1=0
x-y+5z+3=0

a) Determina’n un punt Q i un vector direc-

tor u.
X_2y:1_z X:—7—92,y:—4—42
xX-y=-3-5z
xX=-7-91
y = —4—42/ Q(_7; _410)1 lj :(_g’ _4’1)
Z=A

b) Escriu ’equacié general del pla que pas-
sa pel punt P(-4, -2, 3) i té per vectors
orientadors U i PQ,

P(-4,-2 —
(~4,-2.3) vV =PQ=(-3,-2,-3)
Q(-7,-4,0)
P(-4,-2,3) x+4 9 3
i=(-941 ;—>ly+2 4 2/=0-

v =(-3,-2,-3) z-3 1 3
—>7x-15y +3z-11=0

¢) Comprova que és el mateix pla que hem
obtingut a I’exemple 4.

Comparant les dues equacions generals,
s’observa que efectivament és el mateix

pla.

25. A partir de ’expressio del feix de plans, de-
termina '’equacié general del pla que passa
per I'origen de coordenades i conté la recta

seglient:
x=-1+z
y=2-3z
- x-z+1=0 . | feix de plans:
: er3Z_zzo,escrlwm,e eix de plans:

ax—z+1)+p(y+3z-2)=0

Imposem que passi per 'origen:

0(0,00) > a—-2p=0>a=2pB
2B(x—z+1)+B(y+3z-2)=0
2x—z+1)+y+3z-2=0
2x—-2z+2+y+3z-2=0
n.2x+y+z=0

26. Escriu I’equacio del feix de plans que conte-
nen la recta que passa pels punts P(5,7,4) i
Q(4, 3, —1). Comprova que el sistema definit
per tres plans qualssevol del feix és compa-
tible indeterminat amb un grau de llibertat i
que la solucié d’aquest sistema és la recta

PQ.

P74 55 (4 4
o(4,3,—1)}PQ_( i
V=-PQ=(145)]|, ,_y-7 _z-4

P(5,7,4) 4 >

Resposta oberta, per exemple:

x—5:TY—>4x—y—13:0

x—5:%—>5x—z—21:o

a(dx-y—-13)+ B(bx—z-21)=0
a=1p=0->4x-y-13=0
oa=0B=1->5x-2z-21=0
o=-1pB=1>x+y-z-8=0

és el sistema

Efectivament és un sistema compatible inde-
terminat amb un grau de llibertat, ja que rang
M=rang M = 2.

La resoluci6 del sistema déna: (x,y,z) = (5,7,4) +
+ (1,4,5) que és la recta que passa per Pi Q.

Acabem

1. Justifica la certesa o la falsedat de cadas-
cuna de les afirmacions segiients:

a) Els plans segiients: Ax+ By+ Cz+ D=0
i (X! Y, Z) == (XO’ yﬁ’ ZO) + }\'(A! B! C) +
+ U(v4, V,, V3) sOn perpendiculars.

Veritat. Un dels vectors orientadors del se-
gon pla és el vector associat del primer.

b) Larecta (x, y, z) = (Xg, Vo, Zo) + Muq,Uy,Us) i
el pla Ax + By + Cz + D = 0 s6n perpendi-
culars si els vectors U = (u,, Uy, u;) i Vv =
= (A, B, C) sén linealment dependents.

Veritat. Si ¢ i v son linealment depen-
dents, vol dir que tenen la mateixa direccid,
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i per tant la recta té la direccié d’'un vector
perpendicular al pla, aleshores, la recta és
perpendicular al pla.

¢) Si u és un vector director d’una recta; n,
un vector associataunplaiu-n=0,la
recta i el pla son perpendiculars.

Fals. Si i *n =0, 0o bélarectaiel pla sén
paral-lels o el pla conté la recta.

d) SiA-B-C+0iA-B-C-D=0,elpla: Ax+
+ By + Cz + D = 0 talla els eixos de coor-
denades només a I’origen.

Veritat. Es dedueix que D = 0, per tant el
pla passa pel I'origen.

. Els punts P(p1! p2! p3)! Q(q1! q2! q3) i R(r1! I’z, l'3)
defineixen un pla si no estan alineats. Justi-
fica que la seva equacié general es pot ex-
pressar aixi:

X=pP; 9=Py =P,y
Y=P, G,—P, I,—P,=0
Z-P; q3;—P; I~ Py

Considerem els vectors orientadors:

L7=F?Q=(Q1_p1,%_pz,%_p3)i
V=PR=(ry—py, =Py, 3= P3)

Amb el punt P(p, p, p;) i el punt X(x, y, 2)
que és un punt qualsevol del pla, tenim el vec-
tor PX = (X =Py, X = Py X — P3) que és un vector
del pla, per tant el vector PX és combinacio li-

neal dels vectors ¢ i v, és a dir, els vectors
PX, i i v son linealment dependents, d’on te-
nim que D(PX, i, v)=0.

. Demostra que el pla d’equacié Ax + By = 0
conté I’eix OZ.

Ax+By=0-(x, ¥, 2)=A(-B, A, 0)+ u(0, 0, 1)

Per 'equacié vectorial tenim que el vector ¢; =
= (0, 0, 1), que és el vector que determina I'eix
OZ, és un vector orientador del pla, per tant el
pla és paral-lel a I'eix OZ, a més el pla passa
per l'origen, ja que D = 0, aleshores el pla pas-
sa per I'eix OZ.

. Escriu I’equacio canonica i general del pla
que passa pels punts P(-3, 0, 0), Q(0, 4, 0) i
R(0, 0, -5). Indica’n dos vectors orienta-
dors.
- L X y z
Equacioé canonica: —+=+— =1
quac 4374 5

Equacié general: 20x — 15y + 122+ 60 =0
i=PQ=(3,40)iv=PR=(3,0-5)

. Donades les equacions:

x=3+3y-3un
y =3A+2u
z=-2u ViipeR

a) Comprova que es tracta d’un pla.

De les equacions parametriques es de-
dueix:

u=(330)iv=(-32-2) que son dos rec-
tes linealment independents, per tant deter-
minem un pla.

b) Troba’n els punts de tall amb els eixos
de coordenades.

P(3,0,0) de les equacions paramétriques,
és el punt on talla I'eix OX.

x-3 1 -3
y 1 2|=0->2x-2y-5z-6=0
z 0 -2

Per trobar els altres dos punts:

x=z=0->y=-3->Q(0,-3,0) talla l'eix OY

6

0z

. Donats els punts P(1, 2, 3), Q(1, 1, 1) i

R(2, 0, 4), busca les equacions paramétri-
ques de la recta que passa pel punt P i és
perpendicular al pla que passa pels tres
punts.

P(12,3)

oy } i=PQ =(0,-1-2)

P(1,2,3)

} V=PR=(1-21)
Q(2,0,4)

P(1,2,3) x-1 0 1
i=(0,-1-2);>ly-2 1 2/=0->
v =(1-21) z-3 2 1
—>b5x+2y-z-6=0

x=1+54
>y =2+24

w=n=(52, —1)}
z=3-2

P(1,2,3)
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7. Indica les condicions que han de complir
en cada cas els coeficients A, B, C i D de
I’equacié general del pla, de manera que
aquest:

a) Sigui paral-lel al pla determinat per OX i
oz

Pla paral-lel al'eix OX—> A=0
Pla paral-lelaleix OZ— C=0

Pla paral-lel .

) Pla paral-lel a I'eix
aleix OX > A=0 )
Pla paral-lel oxioz

P A=C=0

aleix OZ->C=0

b) Talli els tres semieixos de coordenades
positius en punts equidistants de I’ori-
gen.

Punt de tallamb I'eix OX: y=z=0—
D
A
Punt de tallamb I'eix OY: x=z=0—>

X==

O

y=+—

o}

Punt de tallamb I'eix OZ: x=y =0 —

8. Troba I'’equacié general del pla que passa
pel punt P(-4, -2, 3) i conté la recta d’equa-

cio:
xy z)=(1,-2,-2)+ (2,1, 2)
P(—4,-2,3)
(x.y.2) = (1,-2,-2) + 1(2,1,2) > Q(1,-2,-2), i =
=(2,1,2)
PQ = (5,0,-5) —> v = (1,0, -1)
P(-4,-23)] |x+4 2 1
0=(12) t>ly+2 1 0[=0—>
V=(10,-1] [z-3 2 -1

—>x-4y+z-7=0

9. Determina els valors de a que fan que els
dos plans d’equacions:

axty+z-3=0i(a+2)x+ay+az=5

siguin paral-lels.

ax+y+z-3=0
(a+2)x+ay +az-5=0
s a 1
perqué siguin paral-leles: —— = —
a+2 a
dona?2=a+2->a2-a-2=0->a,=2,
a, =-1

10. Troba I’equacidé canonica del pla que passa
pel punt (-3, 1, 4) i és perpendicular als
plans:

2x—-5y+3z+5=0i7x-y+3z=21

2x-5y+3z+5=0—>u=n,=(2,-53)|

7x—y+3z—21:0—>V:ﬁ2:U;43)}ﬂm
els vectors orientadors.

P(-3,1,4) x+3 2 7

u=(2,-53);>|ly-1 -5 -1=0-—>4x-5y -

v =(7,-13) z-4 3 3

-11z+61=0

61
=z=0->x=——
Y 4

o

1 X y z

X=z=22Y “61/4 615 6111

|2 o

x=y=0->2z=

—_
—_

11. Escriu les equacions continues de la recta
que passa pel punt P(2, -3, 5) i té la mateixa
X-y+2z+4=0

di i6 I t
irecclo que fa recta {2x+3y+6z =12

ho escrivim en forma de sistema:

X-y=-4-2z resolent, s’obté 12
X =——2,
2x+3y =12-6z ' 5
2
=4-—-z
y=%"%

Podem prendre com a vector director de la rec-
ta: U =(-12,-2,5)

P(2,-3,5)
i=(-12-25)

x-2 y+3 z-5
12 2 5

12. Troba I’equacié general del pla que conté la
recta:

2x+y-3z=6
xX-2y+z=0

considerant que un dels vectors que deter-
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mina 'orientacioé del pla és un vector direc-
tor de la recta:

x=2—“;=2(z+1)

2x+y—3z:6} 2x+y:6+3z} (x.y.2) =

%
xX-2y+z=0 X-2y=-z
:[2,5,0}1(111)
5'5
x=2 ozt ox=Y 2
3 32 12
=(2,-31)
12
PL,Q,OJ -5 12
> O 6 20x +5
X+5y—
=011 ‘Sly-2 1 3l y
» 5 25754 =0
V=(2-31) I

13. Donatselplan: x+y—2z+1=0i larecta:
|4x+3y+22-4=0
"l2x-y-4z-12=0

escriu I'equacié vectorial del pla que és
perpendicular al pla = i conté la recta r.
TmX+y-2z+1=0—>d=n=(11-2)

. {4x+3y+22—4=0

oy ) —47-12 20 escrivim el sistema i el

resolem:

4 —4-2

XH3y =4-22| ) )= (4-4,0)+ A(L-2.1)
2x-y=12+4z

P(4.-4.0) =(4,-4,0) + 2111, 2
a:(mfa)-»(‘yl)—(’1,;:(,,—)+
v =(1-21) +u(1-21)

14. Considera la recta r que passa pel punt de
coordenades (1, 1, 2) i té el vector de com-
ponents (1, 1, 1) com a vector director. Con-
sidera el vector v de components (1, 1, a) i
digues si per a algun valor de a existeix un
pla que conté r i és perpendicular a v. En
cas afirmatiu, escriu I’equacié cartesiana
del pla.

r. (x,y,z)=(1,1,2) + 2(1,1,1)
v=_>11a)
i =(111) han de ser ortogonals, per tant
v-u=0
v-d=(11a)-(11N) =1+1+a=2 +a
vii=0—>2+a=0—»>a=-2
Per tant, tenim:

n=v=>11,-2)>x+y-2z+D =0
P(1,22)>1+1-4+D=0->D=2
X+y—-2z2+2=0->x+y—2z=-2
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