SOLUCIONARI Unitat 11

Comencem

Doéna la interpretaciéo geométrica de les so-
lucions dels sistemes segiients:

a) 3x+2y-z=1
X-y+5z=-2
2x+y=3

Resolem el sistema: rang M =rang M' = 3 i
el sistema és compatible determinat i la so-
lucié (12, —21, —7) correspon a les coordi-
nades d'un punt. Els tres plans son concor-
rents en un punt.

b) (4x-y+2z=3
5x+3z=1
-3x+2y-z=-5

Rang M =rang M' = 2 i el sistema és com-
patible indeterminat. Els tres plans tenen
una recta en comu l'equacié de la qual es
pot donar amb el sistema format per les
equacions de dos dels tres plans.

Exercicis

1. Dos plans o sén paral-lels o son secants.
Considera els plans d’equacions:

m: 2x+3y+z=0
Mt —xt+ky-4z=2
Raona si poden ser paral-lels per a algun
valor de k.
3_1

Condicié de paral-lelisme: 3 =—=— queno
-1 k -4

es verifica ja que %;t i4 independement del

valor de k: els dos plans no poden ser pa-
ral-lels per cap valor de k.

. Determina m i n per tal que els dos plans si-
guin paral-lels.

i 6x—-my+4z=-9
m,: Ix-3y+nz=n

Condicié de paral-lelisme:

gzﬂ:i¢__9—>m:2in:6.
9 -3 n n

Per aquests valors els dos plans son paral-lels
no coincidents.

. Estudia la posicio relativa dels tres plans:

w: —2x+y+z=1
My x-=-2y+z=1
i x+ty-2z=1
Estudiem els rangs: rang M = 2 i rang M' = 3.

El sistema és incompatible, pero els plans no
son paral-lels, per tant, sén secants dos a dos.

. Considera els plans d’equacions: x + y— 2z +

+1=0i-x-y+3z=0. Justifica que sén se-
cants. Escriu ’equacié d’un tercer pla que
passi per la recta que determinen aquests
dos. Es Gnic aquest pla? Raona la teva res-
posta.

Els dos plans no sén parallels ja que

1 1 2

=T #—, per tant, sén secants. La recta

3
interseccio és:
X+y-2z=-1 X=h
r: =_3_2
-x-y+3z=0
z=-1

Qualsevol combinacié lineal de les dues equa-
cions és un pla que conté aquesta recta, per
tant, aquest pla no és unic.

. Troba la interseccio de la recta determinada

pels punts P(1, 2, 1) i Q(1, 6, 0) i el pla d’e-
quacio:

xX-y+3z=2
x=1
Equaci6 de la recta PQ: 1y =2+4\
z=1-)\
x =1
Interseccio: JY =2+4  _, punt: (1,2, 1)
z=1-X\
X-y+3z=2

. Estudia la posicio relativa de la recta:

x =3\
r:iy=1+1 iel pladequaciéo x—3y+z=0.
z=5
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Interseccié:

x =3\

y=1+2x

z=5

x-3y+z=0 _3),-3-30+5=0
0 = -2 indica que el sistema és incompatible.
Larectai el pla sén paral-lels.

7. Determina quina és la posicié relativa del
pla d’equacié 3x — 2y + z = 3 i la recta d’e-

quacio:
x-1y
——===2z+3
3 2
x =1+3A
Recta en parameétriques: <y =2\
z=-3+A

Interseccié amb el pla: per substitucio:
3(1+3x)—2~2x+(—3+x)= 3o>r=1/2

Son secants i el punt d'interseccié: [21—2]

x+z=3 i est
3x+2y—-1=0 '
dia la posicio relativa respecte del pla d’e-
quacio:

8. Considera la recta r: {

2x+8y—-5z+26=0
Podem considerar el sistema format per les
tres equacions:
X+z=3
3x+2y-1=0
2x+8y -5z+26=0

rang M=rang M =3
El sistema és compatible determinat: la recta i
el pla son secants.

9. Comprova que les rectes r i s son secants
i escriu I’equacio general del pla que les

contée.
x=-7T+4\ 3 )
X + y z-
r: =1-A : =7 =
y ST T3 2
z=2

Les rectes no son paral-leles:
(4-10)#21(2-3,2)

Considerem aquests dos vectors i un tercer
PQ format amb un punt de cada recta: PQ =

10.

11.

= (4, -1, 0) que és el mateix que el vector di-
rector de la primera recta, per tant els tres vec-
tors estan en un mateix pla i s6n secants.

L'equacio del pla:
x+7 4 2
y-1 -1 -3|=0->x+4y+5z-7=0
z-2 0 2

Determina la posicio relativa de les rectes r
i s en cada cas:

{x—z+1=0 {x—52=4
a) r: s:

y+3z=2 y-4z+3=0
X==1+% x=4+5u
r:qy=2-31 s:{y=-3+4u

No sén paral-leles: (1, -3, 1) # k (5, 4, 1)
PQ = (5,-5,0)

1 5 5
Det ([/, Q,F_’Q): -3 4 -5/%0 — lesrectes
1 1 0

s’encreuen.
2x+z=9 x+y=0
b) r: :
y =1 -X+2y+2z=5
X=X\ X=u
r:qy =1 sy =H
z=9-2) ;.0 3
2 2
vector PQ = [O,— %}
1 1 0
Det(ﬂ,\?ﬁ@): O -1 11,0 Sles
p = -
2 2

rectes s’encreuen.

Troba la posicio relativa de les rectes r, de-
terminada pels punts P(1, -1, 0) i Q(-2, 3, 1),
i s, paral-lela a I'’eix OX i que passa pel punt
R(0, 1, =3).

Vector director de la recta r: u = (-3, 4, 1); vec-
tor director de la recta s: v =(1,0, 0). No s6n
paral-leles. Vector PR = (-1, 2, -3)
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12.

13.

14.

31 -
det@,&,ﬁ): 4 0 2|#0->ris sen-
1.0 -3

creuen.

Escriu 'equacié del pla que determinen les
rectes

x =3\

5
r{sy=——+»x
=3
z=1—1k

2

i la que té de direccio el vector u = (6, 2, 1)
i passa per I'origen de coordenades.

Vector director de r:

L -1 —1 ~

v=131—|—>2|31—1=(62-1)=u.
2 2

Les rectes sén paral-leles. Els dos vectors no
poden ser orientadors del pla. En prenem un,
el u i el format per un punt de cada recta:

(0.21).
Equacié del pla:
x 6 0
y 2 _75 =0->x+12y-30z =0
z 1 -1
Verifica que les rectes ri s son coplanaries.

Son paral-leles? Si no és aixi, troba el punt
d’interseccio.

x =1 X=2+p
r-iy=2+2» s:iy=1
z=1+1 z=1+p

Vector director de r: v = (0, 1, 1), vector direc-
tordes:u=(1,0,1). v # ki iles rectes no sén
paral-leles.

1=2+p
24h=1A=p=-1->
T+X=1+p
— Punt: (1,1, 0)

Interseccid

Considera els vectors 4, V i PR de I’exercici
11 i estableix la relacié que puguis trobar
entre ells.

Els tres vectors ja han estat considerats en 'e-

15.

16.

17.

18.

xercici 11. Els tres vectors sén linealment inde-
pendents.

Comprova que els tres plans que confor-
men els tres eixos de coordenades carte-
sianes son perpendiculars dos a dos.

Els tres plans tenen de vectors associats res-
pectivament els tres eixos de coordenades:
€,=(1,0,0); 6,=(0,1,0)i &,=(0,0, 1)

Dos a dos sén perpendiculars tal com es com-
prova amb el producte escalar: €, - €, = 0;

Troba k per tal que les dues rectes ri s si-
guin perpendiculars. Hi ha algun valor de k
per tal que aquestes rectes siguin secants?

x=1-1 3 1
r: iy =31 s:x=y+ -z
-1 k
z=-1+)

Condicié de perpendicularitat: producte escalar
dels dos vectors directors nul:

1,31 (1,-1,k=-1-3+k=0->k=4

Condici6 de secants:

1-h=p A=-2
3h=-3-pp H=-3
—1+h=1+kp —1—2:1—3k—>k:_?4

Considera el pla n d’equacions paramétri-
ques:

x=3-X
My =A—-p
z=2u

Troba I'equacio de la recta perpendicular a
7 que passa per I'origen de coordenades.

El vector associat al pla és el vector director de
la recta perpendicular al pla.
Equacié del pla:

x-3 -1 0
y 1 1=0->-2x-2y+z+6=0
z 0 -2
n=v=(-2-21)
X = =2\
Equaci6 de larecta: {y = -2
zZ=2X

Troba I'equacio del pla mitjaner del segment
determinat pels punts P(1, 3, 0) i Q(-1, 5, -2).
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19.

20.

21.

Per pla mitjaner s’entén el perpendicular al
segment pel seu punt mitja.

Punt mitja: (0, 4, —1); vector PQ=(-2,2,-2)=0
Equacié del pla: —2x + 2y — 2z + D = 0 conté el
punt (0,4,-1):8+2+D=0—->D=-10—>
—-2x+2y-2z-10=0>—x+y—-z-5=0

Troba el peu de la perpendicular tragada pel
punt P (1, -1, 0) al pla d’equacié:
X-y+3z=-2

El peu de la perpendicular és la interseccié de
larectaielpla: P

x=1+A
recta:  y =-1-2
z=3\

Punt: 1+7»+1+)»+9)»:—2—>AZ%
P': l,i,ﬁ
1111 11

Troba la projeccio ortogonal de I'origen de
coordenades sobre la recta d’equacions:

x-y=1
X-z=2
Pla perpendicular a la recta per l'origen i la

seva interseccié amb la recta és la projeccio
ortogonal.

X =2
recta: <y =-1+2
Z=-2+A

pla:x+y+z=0

Projeccié de I'origen:
A=1+A-2+1=0->A1=1
0:(1,0,-1)

Calcula les coordenades del punt simétric
del punt P(5, 0, -1), respecte de larectar:

El punt P i el seu simétric P’ determinen un
segment en el que el punt mitja P’ és la projec-
Ci6 de P sobre r.

La projeccio és el punt interseccié del pla per-
pendicular a rper Pilarectar:
x+2y—-z+D=0perP5,0,-1)>D=-6—>
—>Xx+2y-z-6=0

22,

23.

24.

k+1+2~2x+k—6=0—>x:§—>P': ﬂéi
6 6 3 6

a4 10 2
eIS|metr|cP.[3,3,3J

Donada la recta r: x—1=2_Ty= iz i el pla

m: x —2y+z+ 3 =0, troba les equacions de
la recta ' projeccio ortogonal de la recta r
sobre 7.

La recta r és la interseccié del pla = amb el pla
perpendicular a ell que conté la recta r. Equa-
ci6 d'aquest pla:
x-1 1 1
y-2 -2 -2/=0>2x+y-4=0
z -2 1

- 2x+y-4=0
lx-2y+z+3=0

Troba I’equacié del pla que passa pel punt
interseccio dels plans:

m: x+y-—-2z-5=0
Mt 2x-3z+1=0
Mt X+2y-z=-1

i és paral-lelalplax+y+z-2=0.

Resoldre el sistema per trobar el punt:

X+y-2z=5
2x-3z=-1 P(—12,§,£]
X+2y—-z=-1 33
Pla paral-lel:
5 23

x+y+z+D:O—>—12+§—?+D:0
D=18 > x+y+2z+18=0

Esbrina la posicio relativa dels plans:
2x+y-z+2=0
ix-3y-z=-1

Si es tallen, troba I’equacié de la recta pa-
ral-lela a la seva interseccio, que passa pel
punt P(2, -1, 1).

Els plans no so6n paral-lels, sén secants:

X =—1-4M
r:{2x+y—z+2:0}y:7L

xX-3y—-z=-1 e
—>v=(-4,1-7)

Recta paral-lela per P(2,-1,1) > (x, y, 2) =
=(2,-1,1)+r(—4,1,-7)
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25.

26.

27.

Considera el plax+ y+z=3ilarecta,

X—-y—-2z=6
-x+5y+8z=1

Digues si la recta talla el pla en un punt, si
esta continguda en el pla, o bé si la recta i
el pla sén paral-lels.

La recta en paramétriques:

31+ 2A
X =
4
r:< 7-6)
=3
Z=A

vector director: v = (1_—31j

2 2
vector associat al pla: d = (1, 1, 1)
V-n=0- larectaiel pla sén paral-lels.

Determina I'’equacié de la recta que passa
pel punt P(1, 2, 0), és paral-lela al pla d’e-
quacio 3x— y + z=2 i talla la recta:

x+y-z=0
2x -y +2z=-2

El vector director v de la recta esta determinat
per P i un punt arbitrari de la recta donada:

X=X
|x+y-z=0 y =-2-4\
|2x-y+2z=-2| z=-2-3)\

v=(»-1-4-41-2-3%)
La condicié de paral-lelisme amb el pla és:
n-v=0

(3.-11)- (L1443, 2 -32)=0 > :%

Q:(ﬁ,_s,ﬂ)
4 4

Equacié de la recta:

(6y.2) = (1,2,0){‘73, s ?)x

Determina quina és I’equacio del pla que

conté larecta X+t1_¥-2
3 2

vector d’extrems P(4, 0, 1) i Q(0, 2, -1) i pas-
sa per P.

= z és paral-lel al

Els vector orientadors del pla son el vector direc-
tordelarecta:v=(3,2,1)iel PQ = (-4, 2,-2)
i passa per P.

28.

Equacié del pla:
x-4 -4 3

y 2 2(=0-53x-y-7z-5=0
z-1 -2 1

Considera les rectes:
x+y=0
J2x-z=0
(x,¥,2) = (2, -~2,2)+ 1(1,a,1)
on a és un nombre real. Comprova que les
dues rectes es tallen per a qualsevol valor

de a. Troba a, si és possible, per tal que les
dues rectes siguin perpendiculars.

Trobem la interseccié de les dues rectes:

p=\/§+7\, N
=42
- —u:—x/i+ak - "
A=0
2p=2+2

La solucié del sistema indica que les rectes es
tallen per a qualsevol valor de a.
Les rectes seran perpendiculars si:

(-1v2)@an=0
a :1+\/§

Acabem

1.

Determina '’equacié del pla que passa per
P(1, 2, 1) i conté la recta interseccié dels
plans:

n:x—-2y+z=3 i elplaYZ
Recta interseccio:
2 3 =0
X-2y+z= -
=2 =(0,12
{ =0 }y —v=(012)
z=3+2\

P(1, 2, 1) i el punt de la recta (0, 0, 3) donen:
u=(1,2,-2)

Equacié del plaamb v, v i P:

x-1 0 1

y-2 1 2|=0->6x-2y+z-3=0

z-1 2 2
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2. Estudia la posici6 relativa de la recta:

r_x+2_1_z—3
3 2 2

ielplan:3x+2y—z=-3.

x=-2+3\
Recta en parametriques: 1y = 2\
z=3+2)\

Substituim en I'equaci6 del pla: 3(-2 + 31) +
+2-20—-(3+2))=-3

A :E. La recta i el pla sén secants. El punt

1

d’interseccio és: P(_—4 —Zﬁj

—_

1171111

. Considera les rectes:

X7 r"—x_1— —1——2_1
Ty =1 o=y -i=

on a és una constant. Comprova que
aquestes dues rectes son secants per a
qualsevol valor de a i determina el valor de
a per tal que siguin perpendiculars.

Al considerar y=1enlarectar,sobtée x=1iz
= 1 per a qualsevol valor de a. Les rectes soén
secants i es tallen en el punt (1, 1, 1).

Per ser perpendiculars: (1,0,1)-(2,1,a)=0—
—»>a=-2

. Comprova que les rectes:

. x—-z=5
rrx-1=y=z-2 i &{
y-z=2

son paral-leles i escriu I’equacié del pla que
les conté.
Vector director de . v = (1, 1, 1). Vector direc-

tor de la recta s: 4 = (1, 1, 1). Per tant, sé6n pa-
ral-leles.

Per I'equacié del pla cal un vector determinat
per un punt de cada recta: P(1, 0, 2) i P'(5, 2, 0)
— PP'=(4,2,-2)

Equacié del pla:

x-1 1 4
y 1 2|=0>-2x+3y-z+4=0
z-2 1 =2

. Escriu I’equacié de la recta que passa per
I'origen de coordenades i és paral-lela a la
recta:

3x-2y+3z=5
Adx-y+z=17
Cal trobar I'expressié de la recta en paramétri-
ques tot resolent el sistema:
3x-2y+3z=5 IR 3x-2y+3z=5
dx-y+z=17 -5x+z=-9
X=X
y =-16+9A — vector director: v = (1, 9, 5)
z=-9+5)1

Recta paral-lela per l'origen: (X.y,2)=%(19,5)

. Sigui r la recta d’equacions:

xX+y-z=0
2x+y—-2z=0

troba I’equacié cartesiana del pla que conté
la recta r i és perpendicular al pla y = 0.

Un dels vectors orientadors del pla és el vector
associat del pla perpendicular: n = (0, 1, 0).
L’altre vector i el punt els trobem en la recta r.

0 X=A
r:{)z(;:/y_zz_zzo_’ y=0 v=(101)
Z=A
x 10
Equacié delpla: [y 0 1=0—>-x+z=0
z 10

. Troba les equacions de la recta que passa

pel punt P(-1, 0, 0) i és paral-lela als plans:
Mi2x—-y—-z+1=0 i m:x+3y+z=5

La recta és paral-lela a la interseccié dels dos
plans:

X=X
2x-y-z+1=0 —Z—EA
>V = 27 o>

X+3y+z=5 7

z=-1+=A

2
(33
>v=|1-=—=
22

Equacié de la recta paral-lela:

(x.y.2)= (—1,0,0)+£1, _?3 %)x

8. Considera I'’equacio:

(x+y+z)2+(3x—y+2z-1)2=0
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10.

11.

Raona i déna una interpretacié geomeétrica
dels punts P(x, y, z) que verifiquen aquesta
equacio. No cal desenvolupar els quadrats.

L’equacié consta d’'una suma de dos quadrats
que és 0. Només pot ser aquest valor si es ve-
rifica.

X+y+z=0

3Xx-y+2z-1=0

el que equival a la intersecci6é de dos plans no
paral-lels, per tant, els punts P(x, y, z) sén de
la recta interseccio.

. Calcula els valors de m i n per tal que el pla:

nnX+my-z-2=0
contingui la recta:

r_2x—y—3=0
Ix+z=4

Es trien dos punts qualssevol de la recta, per
exemple: P(0, =3, 4)i R(3, 3, 1) que han de ser
del pla:

-3m-4-2=0->m=-2
3n+3m-1-2=0->n=3

Troba I'equacié de la recta projeccié orto-
gonal de:

|x-2y+5z=9
|-2x+3y+z+3=0
sobre el pla d’equacio:
2x+2y—-z+6=0

La projeccié ortogonal de r sobre el pla, és la
interseccid d'aquest pla amb el pla que conté
la recta i és perpendicular al pla donat.

2y +57 =9 x ==21+17L
poX Ay Tz= —>r:ly=-15+11)
2x+3y+z+3=0
zZ=A
Equacié del pla:
x+21 17 2
y+15 11 2|=0->-13x+19y +12z+12 =0

z 1 -1
La recta projecci6 és:
,_{2x+2y—z+6 =0

-13x+19y +12z +12 =0

Escriu I'’equacié del pla perpendicular a la
recta que passa pels punts P(2, -1, 3) i
Q(-3, 1, =2) i que conté el punt mitja del
segment PQ.

12.

13.

14.

Vector associat al pla: PQ = (-5, 2, -5)

Punt mitja del segment PQ: [—%0%}

Equacié del pla: -5x + 2y -5z + D=0
—5(_—1 +2-O—5-1+D:0—>D:0

2 2
-5x+2y—-5z=0

Considera una recta r d’equacions:

Ax+By+Cz+D=0
A'x+B'y+C'z+D'=0

i el pla & d’equacio
A!’x+ B”y+ C”z + D” - 0

Digues qué significa geométricament que el
sistema que s’obté considerant les tres
equacions sigui incompatible. Digues queé
significa geométricament que aquest siste-
ma sigui compatible determinat o indeter-
minat.

Si el sistema format per les tres equacions és
incompatible, la recta i el pla sén paral-lels. Si
el sistema és compatible determinat, el plaii la
recta son secants, tenen un punt en comu. Si
el sistema és compatible indeterminat, la recta
esta continguda en el pla.

Determina si la recta el

x-3 y-1_ z+1 i

2 3 5
pla 3x + 2y + 5 = 0 sén paral-lels. Es troba la
recta continguda en el pla?

Si la recta és paral-lela al pla, el vector director
Vv ha de ser perpendicular al vector n associat
al pla. Comprovem-ho:
Vv-n=(2,-3,5)(3,20)=6-6=0— Sbn pa-
ral-lels.

La recta esta continguda en el pla si, en aquest
cas, qualsevol punt de la recta és del pla:
PB,1,-1)>3-3+2-1+5=16=0->la
recta no esta continguda en el pla.

Considera la recta r que té com a equa-
cions:

x=3+A
riy=4+>x
z=6+)

ilar, que té com a equacions:

_y-1_ z-1
2 2

rectes s’encreuen. Dona les coordenades
d’un punt P de ri un punt Q de r que verifi-

x -1 . Comprova que les dues
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15.

16.

quin la condicié que la recta PQ sigui la
perpendicular comunaariar.

Esbrinem el valor del determinant format pels
vectors directors vVidiel PQ, = (-2, -3, -5)
-2

-3|=-2=0 — les rectes s’encreuen.

1
1
1 -5

N N -~

Punts arbitraris de cada recta:
P(3+K,4+k,6+k), Q(1+u,1+2u,1+2p,)

PQ=(-2+p-%-3+2u-14-5+2u-1)

Condici6 de perpendicularitat:
V-PQ=0->-2+pu-A-3+2u-1-5+2u-1=0

U-PQ=0->-2+pu-A-6+4p-21-10 +4p-21 =0

u=2ir=0

Els punts sén: P (3,4,6)i Q (3, 5, 5)

Donada la recta:
- 2x +(a-5)y-2z=3a-13
"lay -2z =3a

determina a per tal que existeixi un pla que
contingui aquesta recta i que sigui perpen-
dicular al vector v(1, 1, 1). Escriu ’equacié
cartesiana d’aquest pla.

Qualsevol pla que sigui perpendicular al vector
vésdelaforma:x+y+z+D=0.

Si restem les dues equacions que donen la
recta r, obtenim: 2x — 5y = —13 independent de
a. Ssubstituim en el pla qualsevol punt que ve-
rifiqgui aquesta condicié i obtenim diferents
plans paral-lels. Si substituim el punt (1, 3, 0)
tenimelplax+y+z—-4=0.

Determina k per tal que existeixi un pla que
contingui la recta:

- x-2y-6z=1
"12x -2y -3z=6
i que sigui perpendicular al vector (-6, 8, k).

El vector director de la recta cal que sigui per-
pendicular al (-6, 8, k)

X=5+3\

— 2y -6z =1 - _
x-2y-6z=1 |, 5. 3, v:(3,—3,1]
2x -2y -3z=6 2 2

zZ=X

(3,_2—3,1j-(—6,8,k):—18—12 +k=0 k=30

17.

18.

19.

Equacié del pla: —-6x + 8y + 30z + D = 0 pel punt
delarecta (5,2,0): —6x+8y+30z+14=0
-3x+4y+15z+7=0

Discuteix la posicio relativa dels plans:

mi:axty+az=0
1
my: (@a+ 3)x + [;Jy+z=1

segons els valors de a # 0.

Els plans son paral-lels o secants. Condicié de
1 a a a a

paral-lelisme: i:—:__>_:_:_
a+3 1/a 1 1 1 a+3

a2+3a=a—»>a2+2a=0—»>a=0ia=-2

La solucié es a = -2 ja que una condici6 és
a=0.

Per a = -2 els dos plans sén paral-lels.

Per a = -2 els dos plans s6n secants.

Sigui el punt P,(1, 0, —1), P, el punt simétric
de P, respecte del pla d’equacié x — 2y =0 i
P; el simétric de P, respecte del pla d’equa-
Ci6 x + 2y + z = 1. Troba I’equacié general
del pla que determinen els punts P,, P, i P;.

El pla cal que contingui un dels punts, per
exemple Py, i que els vectors orientadors si-
guin, per exemple PP, i P,P,.

% és proporcional al vector associat al pri-
mer pla: (1, -2, 0)

.‘?3; és proporcional al vector associat al se-
gonpla: (1,2,1)
Equacié del pla:
x-1 1 1
y -2 2/=0>-2x-y+4z+6=0
z+1 0 1

Troba a i b per tal que els tres plans se-
giients passin per una mateixa recta:

m x+2y—z=1
. 2x+y+az=0

n’: 3x+3y—-2z=bH

El sistema format per les equacions dels tres
plans ha de ser compatible indeterminat de
rang 2. Per tant, els dos determinants de 3r or-
dre han de ser nuls:

1.2 1 1.2 1
2 1 a|=0i2 1 0|=0>a=-1ib=1
3 3 2 3 3 b
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20.

21.

22,

Hi ha algun valor de k pel qual els quatre
plans tinguin un punt en comu? Si és aixi,
troba aquest punt.
n: x+2z-3=0
w: Ixty+z=-1
n’: 2y-z+2=0
'’ x—-y+kz+5=0
El sistema format pels quatre plans ha de ser
compatible determinat, és a dir, de rang 3.
Si resolem el sistema format per les tres prime-
res equacions.
xX+2z=3 | x
x+y+z=-1; y=0
2y —-z=-2] 4
Substituim aquesta solucié en la quarta equa-

Cié per trobar k.
-1+2k+5=0—>k=-2

Considera la recta:

- x-y-3z=1
|Ix-3y+z=5

Digues si el punt (6, 2, 2) es troba en la rec-
ta paral-lela a r que passa per l'origen de
coordenades.

37 - 1 x =-1+51
r:{x_y_ 27 L ly=2+25v=(521)
x-3y+z=5
Z=A
X =5\
Recta paral-lela per I'origen: ¢y = 2A
zZ=L

El punt (6, 2, 2) no es troba en aquesta recta.

a) Explica la relacié que hi ha entre el vec-
tor associat a un pla i un vector director
d’una recta perpendicular a aquest.

El vector associat a un pla i el vector direc-
tor d’'una recta perpendicular sén linealment
dependents.

b) Troba ’equacio del pla que conté el punt
(1,1, 0) i és perpendicular a larecta r:

|x+y-2z+1=0
12x-y+z-1=0

071 |XTH
:{)2<+y— 2_1_ -y =-1+51 >
X—y+2z=
y Z =3\
—>v=(153)=u

23.

24.

Equaci6 del pla: x + 5y +3z+ D=0per (1,1, 0)
x+8y+3z-6=0

Estudia la posicio relativa de les rectes ri r

r:2x—1 =4y—1=z
4 2
r,_{3x—y+3z=0

xX+4y+z=0

1

X==+42\
2 X=u
, |3x=-y+3z=0 [
r: _l+l}br: 4 _O—>y:0
y—4 5 X+4y+z= S
zZ=>A

Els vector directors: v = (2,%,1} id=(1,0,-1)

no soén proporcionals, per tant, les rectes no
son paral-leles.

Estudiem el determinant format pels vectors v,
Ui PP’ amb un punt de cada recta:

PTD':[‘J,‘J,O
24

=120 — les rectes s’encreuen.

= N = N
—
ISIENENNIER

Considera la recta:

r_{3x—y+22—1= 0
|Ix+4y+z-b=0
i el pla:

2x-5y+az+2=0
Determina els valors de ai b per tal que:

Podem estudiar els rangs de les matrius del
sistema format per les tres equacions:
3x-y+2z=1
X+4y+z=>b
2x -5y +az=-2

a) ri m siguin secants. Troba el punt d’in-
terseccio.
rang M=rang M' =3 >
3 -1 2
1 4 1#0->a=1
2 -5 a

Per qualsevol a # 1 i b qualsevol el sistema
és compatible determinat i té€ de solucio les
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coordenades del punt dinterseccié que
sera diferent segons els valors que es de-
ninaaib.

b) ri= siguin paral-lels.
rang M = rang M
Peraa=1—->rang M=2

Estudiem el determinant amb la columna
de termes independents:

3 11
1 4 b|=13b-39
2 -5 2

Si13b-39=0->b=3
rang M' = 2

Sia=1ib=3 el sistema és incompatible i
la recta és paral-lela al pla.

¢) Larecta r estigui continguda en el pla =.

Sia=1ib=3, rangM=rang M =2ila
recta esta continguda en el pla.
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