SOLUCIONARI Unitat 12

Comencem

Calcula la distancia entre els parells de
punts segiients:

ll) P(25 _3)’ Q(15 2)
d(P,Q) = |Pg| = V26

b) R(0,0); S(3, 4)
d(R,S)=|rg = 5

) T(5-3); U(11,5)
d(T,U)= 7| = 10

Quina és la condicié analitica que verifiquen
tots els punts P(x, y) del pla que es troben a
distancia 3 del punt C(1, —2)? Quina figura
determinen aquests punts?

(x=1P+(y+27=9
Una circumferéncia: la de centre en el punt
C(1,-2)iradir=3.

Donats els punts P(1, -3) i Q(4, q), calcula q
perqué es verifiqui d(P, Q) = 5. Interpreta ge-
omeétricament les solucions obtingudes aju-
dant-te de la representacio grafica.

d(P,Q)=|PqQ|=3* +(g+3)* =5

\J9+g*°+6g+9=5

_ 1
q®+6q+18 =25 >q*+6q-7 =0 F

\qz — _7
Hi ha dos punts Q, i Q, d'abscissa 4 que disten
5 unitats del punt P(1, —=3). Els dos punts se si-
tuen sobre la recta x = 4 i, juntament amb el
punt P, determinen un triangle isésceles.

Q4 10

Exercicis

1.

Calcula la distancia entre els parells de
punts segiients:

a) P(1,-1,-3)i Q(4, 2,0)
d(P,Q)=|Pq| =33
b) R(0,-2,5)i S(1,-3,2)
d(R.S)=|RS| =11
¢) T(4,-2,1)iU(1,1,2)
d(T.U) = [70| =19
d) V(5,-3,7)i W6, -2, 8)

d(v.W) = yw| =3

. Si la distancia entre els punts P(2, -1, 3) i

Q(t, 1, 2) és 3, calcula el valor de t. Quants
punts Q verifiquen aquesta condici6?

d(P,Q)=|pPQ| = 3

PQ=(t-2 2 1)

d(P.Q)=[t-2) +4+1=t"-4t+9
V2 —4t+9=3 >t2-4t+9=9 >

t,=0
> t?-4t=0>1t(t-4)=0 3;; 4
=

Hi ha dues solucions:
Q4(0,1,2)iQ,4, 1, 2)
Per a quin valor de t és minima la distancia

entre els punts P i Q de Pexercici anterior?
Quin és el valor d’aquesta distancia minima?

d(P,Q) =t? —4t +9

Derivem aquesta expressid respecte de f i
igualem a zero:

. 2t-4 -2
22 —4t+9 t2-4t+9
d'P,Q=0->t-2=0->t=2

d'(P,Q)

La distancia és minima per a t = 2, i el valor
d'aquesta distancia minima és:

d(P’Q)min = \/g
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4. Donat el triangle que té com a vértexs els

punts A(-1, 2, -4), B(4, 1, 6) i C(0, 3, 4), tro-
ba les coordenades del baricentre G. Si
és el punt mitja del costat AB, comprova
que es verifica d(G, C) = 2 - d(M, G).

G(ey +b,+c, a,+b,+c, a, +b3+caj_)
3 , 3 3

unint els punts de tall del pla 3x + 4y + 3z —
—12 =0 amb els eixos de coordenades.

Eix OX: (4, 0, 0) = punt P
Eix OY: (0, 3, 0) - punt Q
Eix OZ: (0, 0, 4) — punt R

perimetre:

PG|+ PRI+ |QR| =5 + 42 +5 =10 +442

—G(1,22)
d(6.C)=lacl| = V6 8. Calcula la distancia del punt P(2, -3, -1) a la
. 6 rectar: (x,y, z) =(1,-2,1) + A(2, 1, -3).
d(M,G) =|MG|= - . ] o
2 Equacié del pla & que conté el punt P i és per-

Es compleix que
V6 =2 f» dGC) =2 dMG)
. Donats els punts P(3, -6, 9) i Q(6, 3, —6), tro-

ba les coordenades del punt R alineat amb
P i Q de manera que es verifiqui:

pendicular ar.

2X+y-3z+D=0—LC3D ;4 _3,34+D=
=0>D=-4

n.2x+y—-3z-4=0

Interseccié del pla ©r amb la recta r: punt P'

X=1+2\,y=-2+X%,z=1-3)1

2(1+20)+(2+1)-3(1-31)-4=0

PQ=3PR 2440 -2+1—3+90—4=0
Quina és la relacié que hi ha entre d(R, Q) i _ 1
d(P, R)? Comprova la teva resposta fent-ne 1ar=7->nr=
el calcul.

. 1 1 1\ (, 3 1

Anomenem R(X, y, 2) P (1+2'§,—2 +§,1 -3 E)_ (2,—5, —E}
PQ =3PR —(3,9,-15) =3(x -3, y +6, z-9) - 3 1
3=3x-9->12=3x>x=4 PP:[O,z,Zj

9=3y+18 >-9=3y>y=-3
-15=3z-27->512=3z—>2z=4

Les coordenades del punt R sén (4, -3, 4)
d(R.Q) =|R| = 140 =235
d(P,R) =|PR| =35
Es compleix que d(R, Q) =2 - d(P, R)

. El triangle de veértexs els punts A(1, 2, 0),
B(3, 2, 1) i C(1, -4, 0) és rectangle en A.

Comprova-ho:

a) Mitjancant el producte escalar.
AB-AC =0
AB-AC =(2,01) (0, 60) 9
b) Aplicant el teorema de Pitagores.
|AB|=5: [ac|=6: |BC|=V41

1B = |aB]° +|ac]° > 41=5+36

10.

d(P,r)=d(P,P") =|pp =\/? =@

Determina la distancia del punt P(-1, -3, —1)
a la recta:
r_{4x—3y—5= 0
y+2z+5=0

Interpreta el resultat obtingut.

Les coordenades del punt P verifiquen cadas-
cuna de les equacions dels dos plans que de-
terminen la recta r, la qual cosa significa que el
punt P pertany a la recta recta. Aleshores:
SiPer—d/P,rn=0.

Donada la recta r: (x, y, z) = (0, 1, -2) +
+ A2, 0, —1) i el punt P(1, 0, —1), troba una
expressio que et doni la distancia d entre
aquest punt P i un punt Q qualsevol de la
recta r en funcié del parametre L. Calcula
després d(P, r) buscant el valor de A que
faci minima la funcié d = f().).

Les coordenades d’un punt Q qualsevol sén:

7. Calcula el perimetre del triangle que s’obté Q=02n1,-2,-2)
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11.

12.

d(PQ)=|PQ| amp PQ=(r-11-1-1)

d(PQ) = /(2L —1)* +1% + (-1 —1)? =
=52 -2 +3

Derivem respecte de A:
101 -2 -1
d'(PQ) = o _ 5\
2632 -2).+3 51?27 +3
d'(PQ)=0—->51L-1=0—>A1=1/5

_ s (1Y o1 s
d(Pr)=d(PQ),,, —\/5 (5) 2 5+3

“\5 5

Donat el triangle que té com a vértexs els
punts P(0, 0, 0), Q(2, 5, 0) i R(3, 2, —4), calcu-
la’n Paltura relativa al vértex P. Quant val
I’area d’aquest triangle?

L’altura relativa al vértex P és la distancia entre
el punt P i la recta que determinen els punt Q i
R. Anomenem r aquesta recta.

r (Xa ya Z) = (2r 51 O) + 7\‘(17 _31 _4)
Pla n que conté Pi és perpendicular a r:
n:X-3y-4z+D=0—F®0 ,p_0
—>x-3y-4z=0
Punt P' interseccié entre el pla = i la recta r:

2+A-3(5-3\)—-4-(4r)=0
2+1-15+91+161 =0

1
26k=13—>k=5

N
P’:(2+1’5_§, _4.lj:£§’z,_2
2 2 2 22

h, =d(P,r)=d(P,P") = % :%\/ﬁ

Per a aquesta altura, la base del triangle és:

b-[oR| =26
bop N26-SNI0
A: 2P: 22 :E\/guz

Calcula la distancia del punt P(2, -3, 5) al
pla que té com a equacio:

n:x—2y—2z+7=0

2-2(-3)-2-5+7| 5
d(P, _| ==
(P | 1+4+4 | 3

13.

14.

15.

16.

Dedueix una expressio general que et per-
meti calcular la distancia entre I'origen de
coordenades i un pla del qual coneixes I’'e-
quacio cartesiana.

A-0+B-0+C~0+D|_ D

JA B +Cc? | |JA?+B’+C?

d(O,m) =

El pla d’equacié 2x — 2y + z+ D = 0 es troba
a distancia 2 de l'origen de coordenades.
Troba D i interpreta el nombre de solucions
obtingudes.

Es verifica:
D| D _»D, =6
—__ ="==2|p|=6
Ja+4+1 3 Dl AD,=-6

Hi ha dos plans que compleixen la condici6é
que estableix I'enunciat:

2x—-2y-z+6=0i2x-2y+z-6=0
Evidentment, es tracta de dos plans paral-lels.

-1
Quina és la distancia entre el punt P(2, 0, )

. . x-1 y+2 z
ielplaquecontélarecta —(—=——=—"1i

el punt (5, -1, 0)? 32 2

L'equacio del pla = és:

x-1 y+2 =z
3 2 2|=0->
4 1 0

—->3z-8y-16-8z+2x-2=0—>
—->2x-8y-5z-18=0

d(Pn):|10+5—18|: 3 _93
’ J93 Jo3 31

Calcula la distancia entre els parells de rec-
tes segiients:

a) r. (X! Y, Z) = (55 _1v 8) + ;"(1! 0, 2)

X=2+3u
s:iy=2-p
z=-1+4p

Les coordenades d'un punt genéric P de la
recta r sén de la forma:

PG5+, -1,8+22)
I les d'un punt genéric P' de la recta s:

P'(2 +3u, 2 —p, =1 +4p).

PP"=(-3+3u—-1,3—1,-9+4pn—21)
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PP 1v, »>-3+3u-%+2(-9 +4u-21)=0
PP" 1 v, —3(-3 +3u-1)—(3 ) +4(-9 +4p1-22) =0

1Mp-51 =211 =-2
26 -11. =48 =1

Per tant, PP' = (22 1)
d(r,s)=d(P,P") = |pp{ =3
b) r. (X! Y, Z) = )"(2! _1! _1)

Xx-3_y _z+1
4 2 2

Procediment de la mateixa manera que en
el cas de l'apartat anterior, s'obté:

66

d(r,s) = T

17. Comprova que la recta:
r:(x,y,z)=(2,-3,0) + (1, 0,-2)

és paral-lela al pla n: 2x + 5y +z— 3 = 0. Tro-
ba després la distancia entre la recta ri el
pla .

El vector director de la recta U =(1,0,-2) i el
vector associat al pla n=(2,5,1) han de ser
perpendiculars. En efecte:

un=2-2=0
o) = |2.2+5(-3)-3] 14 730
’ V4 +25+1 J30 15

18. La distancia entre els plans n;: 3x + 2y + 4z
-12=0im, 3x+2y+4z+ D=0 és 3. Cal-
cula D i interpreta geométricament el nom-
bre de solucions obtingudes.

Considerem un punt qualsevol d'un dels dos
plans, per exemple, el pla =,: P(0, 0, 3).

12 +D|
dPn)= 124D 53 5. pi=3429 >
Pm)= Brasie 12+ Dl

512+D =+3J29 > D =12 +329
D, =-12+329; D,=-12-329

Donat un pla, hi ha dos plans paral-lels a aquest
i, per tant, paral-lels entre ells que es troben a
una distancia determinada del pla inicial.

19. Calcula la distancia entre els plans:
T:5x—-4y—-2z+3=0i
oy (% ¥, 2)=(1,0,-2) + A(2,1, 3) + u(0, 1, —2)

20.

21.

22.

Analitza’n préviament la posicio6 relativa.
Els plans sén paral-lels, ja que el vector asso-
ciat a m, és perpendicular a cadascun dels vec-
tors directors de 7,:
5,-4,-2)-(2,1,3)=0
(5,-4,-2)-(0,1,-2)=0
d(my, mp) = d(my, my) =

_ l5+4+3] _ 12 _4V45

J25+16+4 +Ja5 15

Determina la posicio relativa de la recta:
, x-3y+10=0
"2y -z-4=0

ielplan: x-2y+2z+2=0.Quina és la
distancia entre ri n?

La solucié del sistema:

x-3y+10=0
2y -z-4=0
X-2y+z+2=0

ésx=2,y=4,z=4
aixo vol dir que la recta ri el pla & es tallen en
el punt P(2, 4, 4). Aleshores:
d(r,7)=0

x+3 y-1_z+2
2 " 1 " -3

is: (x,y,2)=(0,-3,4)+ (-1, 2,1).

Comprova que ri s s’encreuen. Troba I’equa-

cié del pla que conté s i és paral-lel a ri cal-
cula la distancia entre la recta r i aquest pla.

Considera les rectes r:

Pla que conté si és parallelar:
X y+3 z-4
-1 2 1 O
2 1 3
T —6x—-z+4+2y+6-4z+16-3y-9-x=0
n.—IXx—y—-52+17=0—>7x+y+5z2-17=0

i) = 21210171 47 _ 47 _47 g
’ J49+1+25 J75 543 15

Troba I’angle format per les rectes:

rOGY, 2)=(2-0,1+2), 1)
S: (X, Y, Z) = (1! 1! _2) + H(Z, _3’ _5)

El vector director de la recta res v =(-12,1) i
el vector director de la recta s, v =(2,-3,-5)

COSa:—|u'V| __13

-2 5 «=3058°
lullvl V6 -+/38
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23. Donatelplan:3x—y+2z—-1=0ilarecta

r:x—2_1_z—1

2 1 -4
calcula ’angle que formen.

Vector director de la recta: 4 =(2,1,—4)

Vector associat al pla: n=(3,-1,2)
. u-nl 3
sina= ——= ———>a= 10,08
ullnl 21314

24. Calcula I’'angle format pels plans:
T:4x—-3y+z+7=0i
7.t (X, Y, 2) = (1,0, 0) + (2, -1, 0) + p(1, 3, -2)

Expressem el pla n, en laforma A, + B, + C, +
+D=0

x-1 y z
m, 2 1 00> 2x 22 6z 2 4 O
1 3 2

> 2x+4y+7z2-2=0
Vector associat al pla m;: 51 = (4,-31)

Vector associat al pla n,: n, =(24,7)

2
| _

\an\ s

cosa = —85,94°

25. Considera la mateixa recta i el mateix pla de
I’exercici 23.

a) Troba I’equacié de la recta r, projeccio
ortogonal de la recta r sobre el pla 7.

Tingues en compte que la recta r és la
interseccio entre el pla = i un altre pla ’
que conté ri és perpendicular a 7.

Equacié del pla n’ que conté ri és perpendi-
cular a 7.

x-2 y z-1

w2 1 -4 0—>
3 -1 2
—>2x-4-22+2-12y-32+3 -4y -4x+8 =0
n':-2x-16y -52+9 =0 > 2x +16y +5z -9 =0
Recta r, intersecci6 entre els plans 7 i n":
. 3x-y+2z2-%+ 0
2x+16y+52z-9=0

r':(x,y,z):(%,%,o

j+ 1(-37,-11,50)

b) Calcula I’angle format per les rectes ri r
i comprova que és el mateix que I'angle

26.

27.

28.

format per la recta r i el pla = que has
trobat a I’exercici anterior.

Angle que formen les rectes ri r':

Vector director recta r — v =(2,1,-4)
vector director recta r' — v = (-37,-11,50)
|u : v| 285
~ J/21-4/3990

o =10,08°

Donats els vectors u=(2,—4,1)iv=(1, 3,-2),
calcula’n el producte vectorial i comprova
que el nou vector que has obtingut és per-
pendicular al vector u i al vector v.

e & 6
uxv=2 -4 1|=5e,+5e,+10e,

1 3 -2
(Uxv)-u=(55710)-(2,-4,1) =10 ~20 +10 =0

Uxv)v=(5510)-(13-2) =5 +15 -20 =0

Calcula Pangle format pels vectors v =
=(-1,3,4)iw=(2,0,1) a partir de:

a) del seu producte escalar;

V-wl _

— 0= 79,90°
Vliwl

T

b) del seu producte vectorial.

cosa =

e e e
vxw=|-1 3 4|=3e +8e,-6e,+e,=
2 0 1
= 3e, +9e, — Be,
[vxwl|=v|wlsina
sina:l"fﬂ’l: V126 | —79,90°
viwl <26 \5

Determina tots els vectors de modul 4 que
son perpendiculars als vectors p = (3, 0, —1)
i g =(1,1, 0). Interpreta el nombre de solu-
cions obtingudes.

e
r=pxq= 3
1

- O,\,(Dl
|
&)
D
?\2.'_
i3

—>r=01-43)
Vector unitari que té la mateixa direccié i sentit

()

que el vector r — u,
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29.

30.

31.

32,

Vector unitari que té la mateixa direccié i sentit

. - = 1 -
contrari que el vector r > U, =——-r =

N

Hi ha dos vectors que compleixen les condi-
cions de l'enunciat de l'exercici:

W, - 4u - (i 4 2)
B OV INCE VT
w, = —4u, = [i 4 ﬁ]
’ SRV T INCE IRVIT]
Es tracta de dos vectors oposats i perpendicu-
lars al pla que determinen els vectors pi g

Quant ha de mesurar P’angle que formen
dos vectors per tal que el modul del seu
producte vectorial sigui maxim?

o = 90°. En aquest cas:
v xwl = vllw[sin90° = |yw]

Donats els vectors u=(2,0,-1)iv=(1,1,-2),
comprova que els vectors u x vV i v x utenen
el mateix modul, la mateixa direccié i sen-
tits contraris.

uxv =(132)

vxu=(-1-3-2)

Es senzill veure que es tracta de dos vectors
oposats.

Considera el pla determinat pels punts
P(1, 2, -1), Q(3, -2, 1) i R(0, 2, -3). Utilitza el
producte vectorial per determinar-ne el vec-
tor associat i troba I’equaci6 cartesiana d’a-
quest pla.

1| =4e, +e, ~26, >n =(41-2)
-1 0 2
u=PQ=(2-42)—>(1-21)

v =PR =(-10, 2)

Equacié cartesiana del pla:

4x+y-2z+D=0—LU20 344,242+ D=0—>

—->D=-8—>4x+y-2z-8=0

Donats els vectors v = (1, 3,-2), v =(-1,0, 2)
i w=(2,-1, 3), comprova que es verifiquen
les propietats del producte vectorial abans
esmentades.

33.

34.

3S.

36.

a) Anticommutativa

uxv=-( xy) (603)
b) Distributiva respecte de la suma de vec-
tors:

EIX(\;+W)=EIX\7+L7XV7 =(13,-7,-4)
¢) Producte per un nombre real:
AM{xv)=MxV =uxiv =(62,0,31)

Amb els mateixos vectors de I’exercici an-
terior, esbrina si es verifica la igualtat:

Ux(Vvxw)=(Uxv)xw

No es verifica, ja que:
ux(yxw)=(17,-51)

En canvi, (Gxv)xw=(3-12-6)

Utilitza I’expressié en forma de determinant
del producte vectorial per demostrar que si

Ui v sén linealment dependents, 4 x vV = 0.

Suposem que U = AV .

e, e, e,
UXV=AVX V= 7\,V1 7“‘/2 )\,V3

e, e, e
—7\\/1 Vv, V3:7\" cG 0
vV, VvV 1%

Raona la validesa de I’afirmacié segiient:

Si U i v son dos vectors linealment inde-
pendents, els vectors {u, v, U x v} formen
una base de V;.

L'afirmacio és correcta, perqué en ser 4 i v
dos vectors linealment independents, el vector
U x v és perpendicular al pla que generan
aquests dos vectors.

Per tant, els vectors 4, vV i U x v també son li-
nealment independents, i, en conseqiéncia,
formen una base de V.

Calcula I’area del paral-lelogram que es pot
obtenir a partir dels vectors u = (1, 4,-3) i w=
=(3,-2, 4).

A= ‘; X VV‘

)

&

<!
X
=<
I
~ gy o

w

-2
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=16e, —2e, —9e, - 12e, - 4e,-6e, =
= 10e, —13e, —14e,
vxw = (10,-13,-14) > A = \/465 u?

37. Els punts A(0, 1, 0), B(2, -1, -3) i C(-1, 3, 2)
son tres vertexs consecutius d’un paral-le-
logram. Es demana:

a) Les coordenades del quart vértex D.
Anomenem D(x, y, z)

AB=DC — (2,-2,-3)=(-1-x, 3—y, 2-2)
2=-1-x->x=-3
-2=3-y—>y=5
-3=2-z—>z=5

Les coordenades del quart vértex sén

D(-3, 5, 5)

b) L’area del paral-lelogram.

A=|ABxAD|; AB =(2,-2,-3)
AD = (-3,4,5)
e e 6
3 4 5

= —10e, + 8e, + 9¢, - 6e,— 10e,+12¢ =
—26 -6,+ %
ABx AD =(2, 12)
A=|ABxAD| =9 =3 u?

c) La distancia entre la recta r que conté
els punts Ai B, i la recta r que conté els
punts Ci D.

La distancia d(r, r') coincideix amb I'altura
del paral-lelogram ABCD. Si prenem com a
base d'aquest paral-lelogram el costat DC,
es compleix:

A = base - altura —> A =|DC|-d(r,r")
A 3 37

d(r,r'y= = =

bl W7 17

38. Calcula, fent us del producte vectorial, la
distancia entre el punt P(1, 0, —2) i la recta
que conté el punt Q(2, -1, 3) i és paral-lela a
la recta:

(x-1,y,z+2)=2x(1,0,-3)

u=(10,-3)
QP = (-11-5)
e, e e

uxQP =1 0 -3|=
11 -5
= e, +3e, +5e,+3e, = 3e,+8e,+e,
uxQP = (3,81) - |ixQP| =74

uxQP| _74 _\37 _\185

d(P
BO==0 "o s

39. Calcula, fent Us del producte vectorial, la
distancia entre el punt P(2, 0, -1) i larecta r
determinada pels plans x+y—-z+3=0ix-
y-3z-5=0.

Equaci6 de larecta r:
X+y-z+3=0
x-y-3z-5=0

z=tx=2t+1,y=-t—-4
rx,y,z)=(1,-4,0+t2,-1,1)

o

uxQP =

= N
|

N

-

:E1+833+52+§3+2g2—4g1:—351—352+953

sy lix0Pl Vo5 33 _es
R

40. Determina la mesura de les tres altures del
triangle que té com a vértexs els punts
0(0,0,0), P(1, 2,3)iQ(-2,1,-1).

Altura relativa al vertex 0: distancia entre el
punt 0 i la recta que passa pels punts Pi Q.

e & &

PQxPO=|-3 -1 -4=
-1 -2 -3
= 3¢, +4e, +6e,—e,—9e,-8e,= -5e,-5e ,+ 5e,
[POxPO| _~75 53 _578
Pal V26 J26 26

Seguint el mateix procediment, s'obté:

h:

(o]

Altura relativa al vértex P — h, = 5*25
Altura relativa al vertex Q - h, = 517‘:'2
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41.

42,

43.

44,

Els punts R(3, -4, 2), S(1, 0, 1) i T(0, -2, 3),
estan alineats? Si la resposta és no, troba
I'area del triangle que determinen.

No, jaque RS # A-ST .

19,
A=5\RsxRT\
S
RSxRT =|-2 4 -3

3 2 1

= 4e, - 4e, +9e,+12e, +26,+66€, =
=10e, +11e, + 8e,
RSxRT =(10,118) - |RS x RT| = V285

\/285 B
2

1,
A= |RSxRT| =

Utilitza el producte vectorial per trobar un
vector associat al pla que conté els punts
M(1,-2,1), N3, 1, 1) i P(7, 7, =5). Interpreta
el resultat que obtinguis.

MN = (2,3, -2)

MP = (6,9, -6)

S'observa que MN = %W , 0 tambeé,
MP = 3MN

Per tant, n=MNxMP =o0. Es aixi perqué els

tres punts M, N i P estan alineats, i, en conse-
gliéncia, no determinen cap pla.

Donats els vectors p =(2,—-4,1),q=(1, 3,-1)
ir=(0,2,-3), calcula:

a) p *(q xr)

p-(gxr)=-24
b) b * (F x )

P-(rxq)=24
¢) F+ (P xq)

F(5x)= 24
d)3p *(2q9 xr)

3p-(2gxr)=—-144
Els vectors u, v i w verifiquen u = 2v — w.

Pots calcular-ne el producte mixt sense es-
pecificar-ne I'ordre? Si la resposta és afir-

45.

46.

47.

48.

mativa, quant val? Justifica cadascuna de
les respostes.

El producte mixt dels tres vectors 4, v i w és
igual a zero, ja que es tracta de tres vectors
que son linealment dependents. En calcular el
determinant, una fila seria combinacié de les
altres dues.

Se sap que el producte mixt de tres vectors
és diferent de zero. Qué pots afirmar res-
pecte d’aquests vectors?

Que sbén linealment independents.

Esbrina, utilitzant el producte mixt, si els
punts P(1, 2, 1), Q(3, 2, 1), R(0, 1, 3) i
S(-3, 1, 0) sén coplanaris.

So6n coplanaris, ja que per exemple,
[PQ,PR,PS]=0,

i aixd vol dir que es tracta de tres vectors que
sén linealment dependents.

Utilitza el producte mixt per calcular el valor
de t que fa que els vectors v =(1,-1, 3), w =
=(2, 3,-4) i u=(t 2,-1) siguin linealment
dependents. Expressa després el vector u
en combinacio lineal dels vectors v i w.

1 -1 3
[vwu]=0->12 3 -4F0
t 2 A
-3+12+4t-9t-2+8=0->-5t+15=0—>
—->t=3
(3,2,-1)=%,(1,-1,3)+ A, (2, 3, -4)

3=n+2,
2=-L,+3M,
-1=3%,-42,

La soluci6 del sistema és A, =1, =1

Aleshores: v =v+w

Calcula I’area total i el volum de la piramide
que té com a vértexs els punts P(2, 3, 1),
Q(4! 1! _2)! R(2! 35 5) i S(_Z! _1! 3)

L'area total de la piramide és la suma de les
arees dels triangles que en determinen les ca-
res

At = Apor * Apas * Aprs + Agrs

PQ = (2,-2,-3); PR =(0,0,4)

IR B
PQxPR=|2 -2 -3|=-8e¢ 86, -
0 0 4
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— PQ xPR = -8, 8,0)
|PG < PR| =82
APQR :%|%Xﬁ?|:4‘/§ u?

PQ = (2,-2,-3); PS = (-4,-4,2)

. e1 eZ e3
PQxPS=|2 -2 -3=
4 4 2

= —4e, - 8e, +12e,-8e, - 4e,-12e,=
= -16e, + 8¢, - 16¢,
‘IEQXFS‘ZZA'

1 1
Apas = 5|PQxPS| =524 =12 u?

PR =(0,0,4); PS =(-4,-4,2)

g1 ez e3
PRxPS= 0 0o 4r 16e; 16e~>
4 _4 2

> PR x PS =( 16, -16,0)
PR < PS| = 1672
Aprs = |PR><PS|__ 162 =82 v’

QR =(-2,2,7); QS =(-6,-2,5)

I == e,
QRxQS=|-2 2 7
-6 -2 5

=10e, +4e, —42e, +12e,+10e,+14e,
QR x QS =(24, 32,16)
|Q_I§><6§|=8\/E
Agrs = |QR><QS| = 8\/_ 429 u?

A =4\/§+24+8\/§+4\/2_9U =
=24 +12V2 + 4429
A =505 u?

El volum de la piramide és:

T 1
v=glPapPrPS]=584="

49. Troba el volum del paral-lelepipede format a
partir dels vectors:

i=(4,-3,5),v=(1,0-3)iw=(-3,5,-1)

4 3 5
[ovw]=]1 0 -3} 25 27- 3 60- 55
-3 5 -1

=[uv.w] =550

50. a) Determina les coordenades dels vértexs
de la piramide limitada pels eixos de co-
ordenades i el pla d’equacié:

3x+4y+2z-12=0
x=y=0->2z=6
3x+4y+22—12=04y=z=0—>x=4

3

Els vértexs de la piramide son:
0(0, 0, 0) P(4,0,0) Q(0, 3,0)i R(0, 0, 6)

b) Calcula’n el volum.

x=z=0->y=3

400
[OPOQOR] =0 3 0|=T72
006

—_

(T
v=gloPogor] -5 72=120

51. Considera les rectes segiients:
r. (X! Y, Z) = (5, _1, 8) + 7\'(1! 0! 2)
x-2 y-2 z+1
3 -1 4

a) Comprova que s’encreuen.

S:

S'encreuen, ja que no tenen cap punt en
comu i no sén paral-leles.

b) Calcula de tres maneres diferents la dis-
tancia que les separa.

P(5,-18); Q2,2,-1) — PQ =(-3,3,-9)
-3 3 -9
[PQuyv]=|1 0 2= 9% 18 12 6= 9
3 -1 4

Bl

e, e
0 2
1 4

<
X
<!
I

w D

—4e,+2e,-2e,+e,

\uw%3

:—E+6§
U><V— (2-21) >

Nota: L'apartat b) d'aquest exercici només
s'ha resolt mitjangant el procediment indicat
en |'apartat.

McGraw-Hill/Interamericana de Espana, S.A.U.

Matematiques 2. Batxillerat

141



52. Comprova que els punts A(1, 0, 0), B(2, 5, 3),
C(-2,-4,7) i D(-1, -2, -5) no sén coplana-
ris. Calcula el volum de la piramide que de-
fineixen i troba la distancia entre les ares-
tes ABi CD.

No s6n coplanaris, ja que [AB,AC,AD } O
AB = (15,3); AC =(-3,-4,7); AD =(-2,-2,-5)

1 5 3
[AB,ACLAD] =+ 3 -4 7=
2 -2 -5
=20+18-70-24-75+14 = 117

V- [ABACAD] -5 117 -2
Equacié de la recta que conté l'aresta AB:
r(x,y,z)=(,0,0)+1(1,5, 3)
Equacié de la recta que conté l'aresta CD:
r.(x,y, z)=(-1,-2,-5)+ u(1, 2, -12)

Les rectes r i r' s'encreuen. Per qualsevol dels
procediments analitzats en aquesta unitat s'obté:

13510

dr.r) 170

53. Determina la posicio relativa de les rectes:

r:x_+1=y__1=z+3
-2 -1

i x:y—+2=z—1
3

Si les rectes ri s s’encreuen, utilitza el pro-
ducte mixt per calcular la distancia que les
separa.

Les rectes ri s s'encreuen.
PQ=(1-3,4); u=(-2-11); v=(131)
d(r,s) = 7‘[56’21‘;] ‘
uxv]
1 -3 4
[PQuyv]=F2 -1 1--+ 24 3 4 6 3- 33

- —e,—6e,+e,+e,+2e,-3e,=-4e + 3¢, e,

Uxv =(-4,3,-5) > |7 xv| =52

33 332

d(r,s) = 572 =0

54. Calcula I'area total i el volum del paral-lele-
pipede que es pot obtenir a partir dels vec-
tors u=(2,-1,0),v=(1,2,-3)iuxv.De
quin tipus de paral-lelepipede es tracta?

e,
Uxv = 2 A
1 2 3
:3a+4§3+53 +6e, = 3E1+6§2+5E3
uxv =(365)
Anomenem w = ux v =(3,6,5)
Es compleix que u-v=0. per tant, els vectors
u, v i w verifiquen:
a) Son perpendiculars dos a dos
b) Tenen el modul diferent

6l =5: o] =14 [w| =70

En conseqiéncia, el paral-lelepipede és un
ortdedre.

A =2(J5-V14 +5 V70 +\14 -\70) =
=2J70 (1445 + 14 ) U* > A =116,8 u?
V=514 470 =70 «*

55. Els punts 0O(0, 0, 0), P(2, 3, -1) i Q(1, -2, 3)
son tres vértexs d’una piramide. Quina és la
condicio analitica que han de verificar les
coordenades (x, y, z) del quart vértex R
per tal que el volum d’aquesta piramide si-
gui 14 u3? Fes-ne la interpretaciéo geomeétri-
ca.

v-4lopoaor]; v=1au

OP =(2,3,-1) 0Q=(1-2,3) OR=(x,y,2)

2 3 -
[OPOQOR] =|1 -2 3=
X y z

=-4z-y+9x-2x-3z-6y =7Tx -7y -7z
1
g|7x—7y—7z| =14 - [7Tx -7y -7z| =84

IX—Ty—-7z2=84 >x—-y—-2z-12=0
IX—Ty—-7z=-84 5>x-y—-z+12=0

Es tracta de dos plans que sén paral-lels entre
si i paral-lels al pla determinat pels punts O, Pi
Q. La distancia entre cadascun d'aquests
plans i el pla definit pels punts O, P i Q és pre-
cisament l'altura de la piramide corresponent.
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Acabem

1. Troba la distancia del punt (3, 4, 5) a la recta

d’equacio
x+1 y+2 z+5
1 2 -1
4Py -8 Xf’P‘
ul
amb &:(1,2,—1); Q=(-1-2,-5); P=(3,4,5)
QP = (4,6,10)
e, & ¢
uxQP =11 2 4
4 6 10

= 20e, + 66, — 4e, - 8e,—-10e,+6e, =
= 26e, - 14e, - 2e,
uxQP =(26,-14,-2) - | x QP| = VB76

lul=6
d(P,r) = —“%6 =146

2. Es demana I’equacio del pla que conté I'eix
OX i dista 6 unitats del punt P(0, 10, 0).

Equacié general del pla: Ax + By + Cz+ D = 0.
El pla conté I'eix OX — un dels punts del pla és
'origen de coordenades — D = 0.

Vector associat al pla 11 = (A,B,C) és normal al
vector ¢ =(1,0,0), un dels vectors directors del
pla.

ni=0->A=0
Per tant, el pla que hem de trobar és de la for-
ma By + Cz=0.

Com que el punt P(0, 10, 0) dista 6 unitats d’'a-
quest pla, es compleix:

|B-10]

\B? +C?

10082 =36(82 . C?) > B =+

=6 —>10B=+6VB*+C* -

C

N|w

Hi ha dos plans que verifiquen les condicions
establertes a I'enunciat d’aquest exercici:

n:3y+4z=0imn,-3y+4z=0

3. Determina un punt de la recta:
r(x,y z)=(1,-1,-2) + \(2, 3, 2)
que equidisti dels plans:
3x+4y—-1=0id4x-3y-1=0
Es Unica la soluci6?

Interpreta geométricament el resultat que
has obtingut.

Les coordenades d’un punt genéric P de la
recta r sén:

P(x, y, z) > P(1 + 2., =1 + 3, =2 + 2).)
S’ha de verificar:
d(P, ) = (P, my)
|3(1 +2)) +4(-1+3%) —1| B
5 =

41 +20) - 3(-1+ 3 ) 1 |
5

8
18AL-2=-A+6 > A =—
=|—x+6|/ 19

18 -2|
N qg2-0-65n- 2
17
sin- 8, /91(35,5,‘22j
19 1919 19
Sin=—2., P{i,ﬁ,ﬁ)
17 1717 17

Hi ha dos punt soluci6. Els plans n; y m, sén

perpendiculars i la recta r té un punt d’intersec-
ci6 amb cadascun d’ells.

4. Considera el punt P(1, 1, 3) i la recta:
ri(x,y,z)= (1, 2+A, 2))
Troba:

a) L’equacié del pla perpendicular a la rec-
ta r que conté el punt P.

L’equacié general d'un pla perpendicular a
larectarés x+ y+ 2z + D = 0. Com que
aquest pla ha de contenir el punt P(1,1,3),
es compleix:

1+1+6+D=0->D=-8—>
—>Xx+y+2z-8=0

b) El punt interseccié d’aquest pla amb la
rectar.

X=Ay=2+Az=2\x+y+2z-8=0
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El compliment simultani de les quatre equa-
cions ens duu a una altra equacié que ens
permet trobar el valor del parametre A que
correspon al punt d’interseccié entre la rec-
taiel pla:

A+2+2+40-8=0—>A=1
A=1->x=1,y=3,z=2

El punt és P'(1, 3, 2).

c) La distancia del punt P a la recta r.

d(P,r)=d(P,P") =|pp} =5

. Donades les rectes:

N

y=z
|S(X.V,Z)=( ! 1)+}"(2!_1!1)

es demana:

a) L’equacio de la recta perpendicular a r i
as.

Un punt P genéric de la recta r és P(u, p, u)
i un punt P' genéric de la recta s,

P(1+ 20,1 =2, =1+2).
El vector
PP'=(1+2h—p1-A—p—T+A—p)
ha de ser perpendicular al vector U = (111) i
al vector v =(2,-11).
Pertant: PP"-ii=0iPP"-v =0.

Les dues igualtats anteriors ens condueixen
al sistema:

2. -3u=-1
3r-u=0
., . 1 3
la soluci6 del qual és A =7. u=7

Per tant, tenim que:

PR32 P28 ) pr-(822)
777 777 777
La recta perpendicular a les rectes ri s és

la recta que conté els punt P i P'. Té per
equacio:

333
(x,y,2)= (777)+X(21—3)

b) La distancia entre les rectes ri s.

\/126 3J1_4

d(r,s)=d(PP") =[PP = —— ==

. Determina els vectors de modul 2 que sén

alhora perpendiculars als vectors (2, -2, 3) i
(3,-3, 2).

Si representem per v = (v,,v,,v,) un d’aquests
vectors, s’ha de complir alhora:

(v, Vo, V3) - (2,-2,3)=0 > 2v, —2v, + 3v3 =0
(vq, Vo, vV3) - (3,-3,2)=0 > 3v; = 3v, + 2v; =0
Vl=2—>vi+vi+viz=4
La solucié del sistema format per aquestes tres

equacions és: v, =0, v, =v, = +2

Hi ha dos vectors que verifiquen les condicions
de I'enunciat de I'exercici:

V, = (\/E\/EO) v, = (—\/5,—\/5,0)

. Calcula I'angle que formen les rectes:

x-1 y+1_ z+1
3 4 5
is: (X’ Y, Z)=(1, 2’ _3)+;\'(_3’ _4! 5)

r:

El vector director de larectarés i =(3,4,5) i el
de larecta s, Vv =(-3,-4,5).

u-v=-9-16+25=0

Els dos vectos sén perpendicular — o = 90°

. Calcula l'area del triangle que té com a vér-

texs els punts O(0, 0, 0), P(1, 1, 0) i Q punt
interseccié de larecta (x, y,z) = (-1 +2)\,-1 +
+ 32\, -2 + ) amb el pla XY.

Q: punt interseccié de la recta (x, y, z) =
=(-1+21,-1+3), -2+ X)ambelplaz=0.
2+1=0->2=2->Q(@3,5,0)

1 — — .
za\op x0Q |, amb OP = (11,0)i OQ =(3,5,0)

e 3

o
N
o

OPx0Q = =5e, -3e, =2e,

o O

1
5

w -

OP x0Q =(0,0,2) > |0P x0Q| =2

A:l-2=1u2
2
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9. Troba I’'angle que formen les rectes:

rx=y=z

{x+z=1
s:
y=0
=1
s{“; S s1(%y,2) = (10,0) + 1(~10,1)
y =

Vector director recta r: 4 = (1,1,1)
Vector director recta s: v =(-1,0,1)

Com que i -v =0, les dues rectes sén perpen-
diculars — o = 90°.

10. Troba els vertexs de la piramide triangular
que determinen els plans
y=0,z=0,x-y=0i3x+2y+z-15=0

i calcula’n el volum.

Veértex O

0
0

xX N <
1l

0
z=0- 0(0, 0, 0)

y
X=y
y=0
Veértex A<z=0

3x+2y+z-15=0
x=5y=z=0->A(5,0,0)
y=0
Vértex Bix -y =0
3x+2y+z-15=0
x=y=0,z=15—- B(0, 0, 15)
z=0
Vertex Cix -y =0
3x+2y+z-15=0
x=y=3,z=0-C(3, 3,0)

El volum de la piramide es calcula:

1 u =0A =(5,0,0)
V= g\[a,&,v“v]\, on v =0B =(0,0,15)
w =0C =(3,3,0)
50 0
[ovw]=10 0 15= 225
33 0
1 75

V= 225:7:37,5 u®

5

11. Anomenem pla paral-lel mitja a dos plans
paral-lels aquell pla els punts del qual equi-

12.

13.

14.

disten d’aquests dos plans. Determina I'e-
quacio del pla paral-lel mitja als plans 2x +
+2y+z-4=0i2x+2y+z+10=0.

L’equacié del pla que ens demanen ha de ser
del tipus 2x + 2y + z+ D= 0.
Si P(x, y, z) és un punt d’aquest pla, s’ha de
complir la igualtat:
d(P, my) = d(P, m,)
2x +2y +z- 4| Px+ 2y+ z+ 10 |
3 3

[2x +2y +z -4 =[2x + 2y + 2 +10]

2x+2y+z-4=-2x-2y-2z-10
4x+4y+2z2+6=0->2x+2y+z+3=0

Troba la condicio analitica que verifiquen
tots els punts de R3 que disten 2 unitats del
pla d’equacié 3x+ y—-z=0.

Representem per P(x, y, z) un d’aquests punts.
[3x +y -2 L, 3x+y-z-2/11=0
J11 A 3x4+y-z+2J11=0

So6n punts que pertanyen a dos plans paral-lels

al pla que ens donen i que es trobem a distan-

cia 2 (equidisten) d’aquest pla, que és el pla
paral-lel mitja dels altres dos.

Determina I’angle format per:

a) La rectax=y=§ie| play=0.

o

a:||uL7|_|r,;|:£_)a:24’1o

b) Els plans 3x-5=0i2x-y+z+2=0.
n, =(3,0,0); n, =(2,-11)

71| 6 —ﬁ—ﬂx:35,3°

REORE

Calcula la distancia del punt P(3, -5, 6):

cosa =

a) A l’origen de coordenades.
d(O,P)=|op| =70

b) A cadascun dels plans XY, XZi YZ.

pla XY: 6
pla XZ: 5
pla YZ: 3
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c¢) A cadascun dels tres eixos de coordena-
des.

eix OX :d, = +/y?+2% = /61
eix OY :d, =x? +2z? = /45 =35
eix OZ:d, = x> +y? = /34

15. a) Calcula I'area total i el volum del paral-le-
lepipede generat pels vectors OP,0Q i
OR de la figura 12.36.

74

R (0,0.4)

0(0,5,0)
y

X

A =2|0P x OR|+2|0P x0Q| +2/0Q < OR]
A=2.12+2.15+2.20 =94 1>
V- [6P,00,0R |
V=35 4=6003

Nota: cal observar que l'area i el volum d’a-
quest ortdedre es poden determinar de ma-
nera molt senzilla, ja que se’n coneixen les
tres dimensions.

b) Determina I'angle que formen les rectes
OTi QS.

OT =(3,54)
SQ =(-35,-4)

OT-SQ=-9+25-16=0— |es rectes OT
i SQ sén perpendiculars — o = 90°.

16. Determina P’equacié dels plans de vector
associat n = (1, 2, -3) i que disten 3 unitats
de 'origen de coordenades.

Els plans de vector associat n = (12, -3) sén de
laformax+2y—-3z+D=0.

La distancia de l'origen de coordenades a un
d’aquest plans és 3. Aleshores:

Hi ha dos plans solucié:

x+2y—3z+3\/ﬁ:0ix+2y—3z—3x/1_4:0

17. Calcula I’area total i el volum de la piramide
limitada pels plans x=0,y=0,z=0i 2x +
+3y+4z-12=0.

Els vértexs de la piramide sén els punts:
0(0,0,0) A(6,0,0) B(0,4,0)iC(0,0,3)
Area de la piramide:

A—£+6;4+£+1|_' —|—
= > > 2AB><AC =

[ABx AC|
2

AB = (-6,4,0); AC =(-6,0,3)

=27+

e1 ez 63
ABxAC = |6 4 0
-6 0 3

= 12e, + 24e, +18e, — (12,18,24)
|AB x AC| = V1044 =629
A=27+@=27+3\/2_9 u?

Volum de la piramide:

V- |lcacs ot

6 0 0
[OAOBOC | =|0 4 0|=72

00 3

1 3

V=—1"72=12u

6

18. Esbrina la longitud del segment projeccié
ortogonal del segment que té com a ex-
trems els punts A(2, 4, 1) i B(1, -2, 5) sobre
elpla2x+y-z=0.

Si representem per / la longitud del segment,
es compleix:

I =|aB| ©os ¢

on o és l'angle que forma la recta que conté
elspunts AiBambelpla2x+y—-z=0.

|AB -n|

AB|-h |

sina =

amb AB = (-1-6,4)i n= (21 1)
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12 b) Un vector unitari perpendicular als dos
J53 -6 vectors.

uxv| =~440 =210
cosa— s - [114 _ 29 C

Hi ha dos vectors unitaris que compleixen

sina =

\V29 aquesta condicio:
I =|aB| - cosa =+/53 - — = /29 '
|AB| J53

— El que té la mateixa direccié i el mateix

sentit que el vector u xv
19. Quina és la condicié que han de verificar

els vectors associats a dos plans que sén 1 (_121014):( —6 ’ o ’ / j
perpendiculars? Expressa-la analiticament 23110 7110 110 110

utilitzant els seus components.
— El que té la mateixa direccié que el vec-

Els vectors associats també han de ser per- - = . . .
toru xv pero el sentit contari

pendiculars: n-n'=0

plan,;: Ax+By+Cz+D=0-—>n=(AB.C) 1 (121014)_[ 6 -5 _7 J
plan, Ax+BYy+Cz+D'=0-7'=(AB'C 2110 V110 V110 '\110

nn'=0-A-A+B-B+C-C'=0 c¢) L’area del paral-lelogram que es pot di-

buixar a partirde v i V.
20. Troba P’equacié de la recta projeccio orto-
gonal de la recta (x, y, 2) = (1, -2, —4) + A=|ixy|=24110 2
+2(3,2,-1) sobreelpla3x-2y+z-2=0.
Determinem I'equacié del pla que conté la rec- d) El volum del paral-lelepipede que s’obte
ta (x, y, z) = (1, =2, —4) + A(3, 2, -1) i és per- a partir dels vectors U, viuxv.

pendicular al pla3x-2y—-z-2=0.
. . V =24110 - 24110 =440 u°
D’aquest pla, en coneixem el punt (1, =2, —4) i

dos vectors directors: (3, 2, =1)i (3, =2, 1) 22. Calcula 'angle que formen dues de les dia-

Xx-1 y+2 z+ 4 gonals d’un cub. Per més comoditat, situa
un dels vertexs del cub a I'origen de coor-

1 |=0 2z+10= 0
z 22 11 yTes denades i considera’l d’aresta unitat.
Considerem la recta r que conté la diagonal
La recta que ens demanen és la recta intersec- determinada pels vertexs (0, 0, 0)i (1,1, 1),ila
cio dels plans 3x -2y +z-2=0i recta s que conté la diagonal determinada pels
y+22+10=0 vertex (1, 0, 0)i (0, 1, 1).
{3)(_ 2yez-2-0 Vector director de la recta r > u=(111)
> (X Vy,Z)= -
y+2z+10=0 Vector director de la recta S = V= (=111)
=(-6,-10,0) + (-5, 6,3) L’angle o que formen les diagonals del cub ve-
rifica:
21. Donats els vectors u =(3,-2,4)iv =(1, 4,-2),
troba: coS o = ‘Zl\;‘: 1—)(1: 70,53
a) El seu producte vectorial. alv! 3
R & % & 23. Troba els punts de la recta que passa per
Uxv=13 2 4 A(-1, 0, 1) i B(1, 2, 3) que distin 3 unitats del
14 2 punt C(2, -1, 1). Interpreta geométricament

_ 451 +4§2 +1233 +2§3 +6Ez—1651 _ el nombre de solucions obtingudes.

L’equacio de la recta rque conté els punts Ai B
o és:(x,y,2)=(-1,0,H)+r(1,1,1)> (X, ¥, 2) =
uxv =(-121014) =(=1+04,1+1)

= —12e, +10e, + 14e,
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24.

La distancia entre el punt C (2, =1, 1) i un punt
P qualsevol de la recta r ve donada per I'ex-
pressio:

P)=|cB|=JO.—3) +(h+ 1) + 2

Per tant, per a un punt P de r que es troba a
distancia 3 del punt C, es compleix:

JO-32+0.+1)2+2% =3 >

/7\41:1
Y :l
2

3

— 37 -4r+1=0

Com que el punt C no pertany a r, hi ha dos
punts que verifiquen la condicié de I'enunciat:

AM=1->P(0,1,2)

Elij

}“2:14)’2[_ I
3 333

Determina la distancia de la recta:
r:x—y=4
xX+y—-2z=0
a cadascun dels eixos de coordenades.
La recta r es pot expressar en la forma:
r(x,y,z)=(2,2,0)+11,-1,1)
D’altra banda, 'eix OX té per equacié:
(x,y,2)=n(1,0,0)

La distancia entre la recta r i 'eix OX es pot
calcular mitjangant I'expressié:

[PG,uv]
|i v
amb P(0,0,0), Q(2,2,0), u=(1-11), v =(10,0)

d:

Fent els calculs, s’obté:

[PGiv] =2
uxv =(011) —>[uxv| =v2
2 22
d=—=22-2
V22 V2

Amb el mateix procediment es calculen les al-
tres dues distancies que es demanen. S’obte-
nen els resultats seguents:

Distancia entre la recta ri I'eix OY — V2

Distancia entre larecta ril'eix OZ —» 2\/5

25.

26.

Donat el triangle que té com a vertexs els
punts A(-3, 4, 0), B(3, 6, 3) i C(-1, 2, 1), tro-
ba la mesura dels seus angles. Pertany I'o-
rigen de coordenades al pla que conté
aquest triangle?

=(6,2,3); AC =(2,-21)
cosA-ABAC 111 2 5840
ABl[aC| 4949 21

Pel mateix procediment s’obté:
B=252°iC=964°
Equacié del pla que conté els punts A, Bi C

x+3 y-4 z
6 2 3|1=0> x-2z+3=0
2 -2 1

No hi pertany, ja que D = 0.

Donades les rectes:
rx-1=y+2=z-3
is:(xy,z)=(1-2,2) 3+2))

localitza dos punts, un de cada recta, tals
que la distancia entre ells sigui minima.

Un punt P generic de la recta r és de la forma:
P(1+A, -2+, 3+4)
i un punt P' geneéric de la recta s té per coorde-
nades:
P(1-=2x, 2% 3+2%)
Perqué es verifiquin les condicions de I'enun-
ciat cal localitzar Peri P'es tals que el vector

PP’ sigui perpendicular a cadascun dels vec-
tors directors G =(111)iv =(-122) de les
dues rectes.

Comque PP'=(-A—1', 2—=A+21", —A+21"),
PP'.u=0-3%L-3\'=
PP'.v=0-31-9\'=4

El sistema:
- '=2
M- '=
. . 1., 1
té per solucions A = — iA'=- —
3 3.
En conseqiiéncia:
[4 S5 Oj er
33 3

(4 27]
333
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27. Els punts A(1, 2, 3), B(2, 4, -1) i C(3, 2, 3)

28.

son tres vertexs consecutius d’un paral-le-
logram. Calcula’n I’area i la mesura dels an-
gles que formen les seves diagonals. De
quin tipus de paral-lelogram es tracta?

AB=(12,-4) AC =(2,0,0)

o

ABxAC =

N —
o N LD

= -8e, —4e, »> ABxAC =(0,-8,-4)
A=|ABxAC|=+64+16 =45 u?
Representem per D(x, y, z) el quart vértex del
paral-lelogram.
Es compleix:
AB=DC - (12,-4)=(3-x,2-y,3-2)
1=3-x—>x=2

2=2-y—>y=0
—4=3-z—>z=7

Per tant, D(2, 0, 7)
Angle que formen les diagonals:

AC = (2,0,0); BD =(0,-4,8)

AC-BD =0 les diagonals son perpendicu-
lars — a = 90°

El paral-lelogram és un rombe, ja que:
— té les diagonals perpendiculars
— els costats no sén perpendiculars

(ﬁoﬁ);ﬁO)

— els costats son iguals (AB| =|BC| =IcD| = DAl

Troba la distancia del punt P(1, 2, —4) al pla

. x -1 z-1_,
que conté la recta r:—=y=T|es
-z
Mel alarecta s: X~ 2Y 7 1= 0
paral-lel a la recta s: y-22+1=0

Equacié vectorial de la recta s:
(X, yi Z) = (_11 _1= 0) + H(4, 21 1)

Equacié general del pla = que ens demanen:

x-1y z-1
-2 1 3 |=0->5x-14y+ 82z-13=0
4 2 1

29.

30.

o(P.) = 5-28-32-13| _ 68 _ 681285
’ /285 J285 285

Determina I’angle que forma la recta:

eqe Y2 _zH1

rrx+1= 3 = 2
amb el pla © que conté el punt (2,1, 1) i la
rectas: x—-1=y=2z+2.
Equacié general del pla =

x-2 y-1 z-1
1 1 1
1 1 3

=0 x-y-0

Hem considerat com a vectors directors del pla
7 el vector director de la recta s i el vector de-
terminat pels punts (2, 1, 1) i (1, 0, =2), amb-
dés pertanyents a .

sino il - 1N 5

lllal V7 7

On d =(1,3,2) és un vector director de la recta r
in=(1,-10), el vector associat a =.

Calcula la distancia entre el punt P(1, 2, —1)
i el punt P’ simétric de P respecte del pla
que conté el punt (4, 1, 0) i és paral-lel al pla
x-3y+z-5=0.

Equacié del pla © que conté el punt (4, 1, 0) i
és paral-lelalplax—-3y+z-5=0:

x-3y+z+D=0—%9 54_3+D=0->D=-1
x-3y+z-1=0

Equacio de la recta r que passa per P i és per-
pendicular a =:

(X1 Y, Z)=(1=21 _1)+7b(1,—3, 1)
(X, y,2)=(1+2,2-3-1+2)

Punt interseccié Q entre la recta ri el pla «:

1+A-32-3N)+(-1)+A1-1=0>
> A= l—) Q(Elij
11 1111 11
El punt Q és punt mitja entre P i P'. Aleshores:

711 1411
11

d(P,P')=2d(PQ) =2|pg| =2 ¥
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31.

Calcula I’'area del triangle els vértexs del qual
son els punts interseccié del pla2x+y + 3z =
= 6 amb els eixos de coordenades. Escriu
I’equacié de la recta que conté cadascun
dels costats d’aquest triangle.

Veértexs del triangle:
A(3,0,0) B(0,6,0) C(0,0,2)
1
A=-|ABxAC|

AB =(-3,6,0) AC =(-3,0,2)

e1 eZ e3
ABxAC=|-3 6 0|=12e,+18e, +6e,
-3 0 2

ABxAC =(12,6,18) > |AB x AC| =504 =614
A:%.sm:sﬂuz

Recta que conté el costat AB:
(x,y,2)=(3,0,0)+21(-1,2,0)
Recta que conté el costat AC:
(x,y,2)=(3,0,0)+21,(-3,0, 2)
Recta que conté el costat BC:

(x,y,2)=(0,0,2)+250,-3, 1)
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