SOLUCIONARI Unitat 2

Comencem

Representa en paper mil-limetrat la funcié
fix) = —x2 + 4x. Traga amb la maxima cura
possible la recta tangent a la parabola en el
punt P(1, 3). Mesura amb un transportador
I’angle que forma aquesta recta amb el sentit
positiu de I'eix d’abscisses. La tangent trigo-
nométrica d’aquest angle és el pendent de la
recta tangent que has tracat. Fes-ne el cal-
cul.

f(x) = -x>+4x

Fig. 2.1
o~ 64° - my =19 64° ~ 2

La funcié derivada de la funcié f(x) = —x2 + 4x
és f(x) = -2x + 4. Calcula f(1).

f(1)==2-1+4=—2+4=2

Exercicis

1. Troba ’equacio de la recta tangent a la gra-

fica de la funcié fix) =3x2-10x+ 3 en x = 2.

Xx=2->f(2)=3-22-10-2+3 =
=-5-(2,-5)
f'(x)=6x-10

mg=f(2)=6-2-10=12-10=2

y+5=2(x-2)>y+5=2x-4—>
—>y=2x-9

2. Considera la funcio f(x) = x2 + 2. En quins

punts de la grafica d’aquesta funcio la recta
tangent és paral-lela a la recta y = 3x + 5?

Es tracta de buscar els valors de x per als
quals es compleix que f' (x) = 3.
fxX)=x3+2>Ff(x)=3x2>3x2=3 >
—>x=%1
x=1->f1)=13+2=3
x==1->f-1)=(-13+2=1

Els punts sén (1, 3)i (-1, 1)

3. Dibuixa la recta tangent a la corba repre-

sentada a la grafica (fig. 2.7) en els punts
d’abscisses x=-3,x=0ix=2.

a) Quin és el signe del pendent de cadas-
cuna d’aquestes tangents?

En x = -3, pendent positiu; en x = 0, pen-
dent negatiu; en x = 2, pendent positiu.

b) Quin signe tenen F£(-3), £(0) i F(2)?
f(-3)>0; f(0)<0;f(2)>0

. A partir de la grafica (fig. 2.8), fes una esti-

macié dels valors de f(2), g’(-1) i h’(0).
f(2) ~-0,7; g'(-1) = 0; h'(0) ~ 0,4

. Considera la funcié f(x) = x2 — 3x + 5. Di-

gues en quin punt del grafic d’aquesta fun-
cié la recta tangent forma un angle de 45°
amb el sentit positiu de I'eix d’abscisses.
Aquesta funcid, és creixent o decreixent en
aquest punt? Per qué?

Com que tg 45° = 1, es tracta de determinar el
valor o valors de x per als quals es verifica que
f'(x)=1.

fx)=x2-3x+5->5f(x)=2x-3 >2x-3 =
=15>x=2->1(2)22-3-2+5=3—>(2,3)

En el punt (2, 3) la funcié és creixent, ja que
ff(2)=1>0.

. Esbrina quins soén els punts de la grafica de

la funcio f(x) = x3 — 6x2 + 4 que tenen tan-
gent paral-lela a I’eix d’abscisses.

fix)=x3—-6x2+4 > f'(x) = 3x2 - 12x
Si la recta tangent és paral-lela a l'eix 0X,
my =19 0°=0.
Per tant, es tracta de trobar quins sén els va-
lors de x que compleixen I'equacié: f'(x) = 0

3x2-12x=0->x(3x-12)=0>x=0ix=4
x=0->f0)=4
x=4 - f(4)=-28

Els punts son (0, 4) i (4, —28)

. Indica raonadament per qué la funcio f(x) =

1
= ™ és decreixent en tots els punts del seu

domini.
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10.

1
Perque f'(x)= L i, per tant, f(x) < 0 per a

qualsevol xeR, x = 0.

. La grafica de la funcié f(x) = x2 + bx + ¢ pre-

senta un minim en el punt (3, -1).
a) Calculabic.

Es compleix:
f(3)=-1—>-1=9+3b+c—>3b+c=-10
f(3)=0amb f(x)=2x+b—>0=6+b—>
—>b=-6
3:(6B)+c=-10—>c=8
La funci6 és f(x) = x2—-6x + 8

b) Representa graficament la funcié per
verificar el resultat de I’apartat anterior.

y| f(x)=x*-6x+8

Fig. 2.2

. Els grafics de les funcions polinomiques de

segon grau f(x) = ax2 + bx + ¢ sempre tenen
un maxim o un minim. Demostra que es tro-

ba localitzat en el punt d’abscissa x; = 22"

Cal que f'(x) = 0, ja que en un maxim o en un
minim la grafica de la funcié presenta sempre
tangent horitzontal.

f'(x)=2ax+b —>0=2ax+b—>x=-bl2a
Digues en quins punts no sén derivables

cadascuna de les funcions segiients i indi-
ca’n en cada cas el motiu:

2
@) fix)= =

x =0, perqué no pertany al D;

b) g =

x =3 ix=-3, perque no pertany al D,

¢) h(x)=

4-3x

X = % , perqué no pertany al D,

11.

12.

13.

d) i(x) = ¥x

x = 0, perque la recta tangent és perpendi-
cular a I'eix 0X

Representa graficament la funcio:

f(x)={

Es continua en x = 0? | derivable?

4-x?> six<0
2x+4 six>0

f(x) f4-x>si x<0
2x+4 si x>0

Fig. 2.3

Es continua en x = 0, ja que
lim f(x) = lim f(x) =f(0) =4
x—0 x—>0"

F(x) = —2>.< six<0
2six>0

Per tant, f(0*) = 2i f(0-) = 0. Com que f'(0*) #
# f'(0-), la funcié no és derivable en x = 0.

Donada la funcio:

ax+b six<2
f(x)=4. , .
2x“+3 six>2

Troba a i b perqué sigui derivable en x = 2.

lim £(x) = 2a+b; lim f(x) =11 f(2) =11
X—>2" x>2"

La funcié ha de ser continua en
x=2—->2a+b=11.

i 2
F(x) = aS|>.<<
4x six =2

En conseqliéncia: f(2-) =f(2*) > a=8

za+b:11}—>16+b:11—>b:—5
a=8

La funcio f(x) = |[x2 — 6x + 8| és, en realitat,
una funcio definida a trossos:

x?-6x+8
f(x)= ) .
-X“+6x-8 si2<x<4

six<2o0x>4
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14.

15.

La grafica de la funcié es pot obtenir facil-
ment a partir de la grafica de la funcié g(x) =
x2 — 6x + 8. Dibuixa els grafics de les dues
funcions. Estudia la continuitat i la deriva-
bilitat de la funcié f(x) en x =2ien x=4.

) = ix-6x+8/

Fig. 2.4

f (x) és continua en x =2 i en x = 4, ja que es
compleix:

lim f(x) = lim f(x)=f(2) =0

X—2" x—2*
lim f(x) = lim f(x)=f(4)=0
X4 x—47
En canvi, la funcié no és derivable nien x = 2
nienx=4.
f,(x)z{Zx—e; six<2ox2>4

-2x+6si2<x<4

f(2)==2; f(2*) =2 > f'(27) = F(2*)
f'(4)=2;f(4*)=-2 > f'(4)=f(4*)

Sabem que la funcié f(x) = no és deri-

4 - bx

vable en x = 2. Calcula b.

L’expressié 4 — bx s’anul-la pera x = 2:
4-2b=0->b=2

Defineix a trossos la funcio f(x) = |x + 2|. Re-

presenta-la graficament i indica raonada-
ment en quin punt no és derivable.

b f(x) = /x+2/

Fig. 2.5

f'(x):{x+2 six>-2

-X—-2six<-2

No és derivable en x = -2, ja que f'(-2*) =1 i,
en canvi, f'(-2-) = —1. Per tant, f'(-2*) = f'(-2-)

16.

17.

18.

Troba la funcié derivada de cadascuna de
les funcions segiients:

a) ix)=3sinx+5
f'(x) =3cos x
b) ix)=4cos x—2sinx+1

f'(x)=—-4sinx —2cos x

Inx 2

1 2

f'X)=—-—
) 7x  x*
d) fix)=log;x—-3x+In9

1
In3-x

£'(x)

Determina els punts d’abscisses compre-
ses entre 0 i 27 en els quals la recta tangent
a la grafica de la funcié fix) = sin x és
paral-lela a I’eix OX. Escriu les equacions
d’aquestes rectes tangents.

my=0—f'(x)=0 —>cosx =0 Sx ==
2

_3n
2

x=Lf X zsinfo1] X1
2 2 2 2

3n 3n . 3m 3n
X=——>fl—|=sin—=-1->|—,-1
2 2 2 2

L’equacié de la recta tangent a la grafica de

i X

T

f(x) = sin x en el punt (2,1j és y=1; en el punt

s
(7,—1) la recta tangent té per equacioé y = —1.
Determina I’equacio de la recta perpendicu-
lar a la recta tangent a la grafica de la fun-
Y
6
mena recta normal a la grafica de la funcié
en aquest punt.

cié f(x) = 2 cos x en . Aquesta recta s’ano-

f(x) =2 cos x — f'(x) =-2 sin x

T s s T
=X [ Z]=2c0s =3 | LB
X 6—> (6} 0036 \/__)[6 x/_j

m, = f'(%) = —25ing =2 (—%] 1>
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Equacié de la normal:

y—\/_:—1(x—gj:x+y—\/_—g:0

19. Hi ha algun punt de la grafica de la funcié
fix) = log, x que tingui recta tangent pa-
ral-lela a la bisectriu del primer quadrant i
del tercer? Si la resposta és afirmativa, tro-
ba I’equacié d’aquesta recta tangent.

1

f(x) =log, x >1'(x) =

x|

Bisectriu primer i tercer quadrants:

y=x—->m=1.

X—i_)fi —|0 L
In2 In2 92| in2

1 1
as | —, | — | |=(1,44, 0,53
El punt és (Inz ogz[anD ( )

Equacié de la recta tangent:
y—-053=x-144 >x-y+091=0

20. Justifica per qué la grafica de la funcié
f(x) = In x no pot tenir ni maxims ni minims.

Perqué la funcié derivada, f'(x) = % no s’a-

nul-la per a cap valor real de x:

l;tO, Vx eR
X

21. Calcula la derivada de les funcions se-
giients:

a) fix)=1-x*
1 -2X
f' 21— x2y?3 (2x)= %
(X) 3( X ) ( X) SW
b) f(x) =sin (3x +5)
f(x) =3 cos (3x + 5)

¢) f(x) =In (cos x)

F(x) = -sinx _ _tgx
cos X

d) f(x)=(1-x?)3
f(x) =3 (1—=x2)2- (=2x) =—6x (1 — x2)2

22.

23.

e) fix)=-cos3x+2
fi(x) = 3 cos? x sin x
f) fix)=sin (In x)

Fi(x) = cos(In x)

g2) f(x) =sin2 x + sin x2

fi(x) = 2 sin x cos x + 2x cos x2 =
= 2 (sin x cos x + x cos x2)

h) fix)=v1-x
, 1 -1 -1
f'(x)= : =
IN10 2y1-x  2In1041-x
A
) fix)= (X2+4)2
f,(x):—Z(x2+4)-2x_ —4x

(x> +4)*  (x2+4)°
Jj) fix) =sin (cos (In x))

_ —cos(cos(In x))sin(In x)

f'(x)
X
k) f{x) =In[sin (1 - Xx)]
f'(x)= M = —cotg(1 - x)
sin(1-x)

l) fix) =cos2(1-3x)
f'(x) =6 cos (1 —3x) sin (1 — 3x)

Calcula la derivada de la funcié f(x) = sin?
= x + cos? x. Interpreta’n el resultat obtingut.

f'(x) = 0, perqué f(x) = sin2 x + cos2 x = 1
Troba I’equacio de la recta tangent al grafic

de la funcio fix) =2 sinZ xen x = %

x=Ef[ T2t T2 o1 F
4 4 4 "2 4

f'(x)=4sinxcos x; m,, = f(%] _
—4sinTcos ™t =2
4 4
Equacio de la recta tangent:

T T
-1=2|x-=|>2x-y+1-—=0
y-1=2(x-5 | 2x-y+1-2
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24. Indica per a quins valors de x és creixent la
funcio f(x) = In (x2 + 1). Per qué? Té la grafi-
ca d’aquesta funcié algun punt en el qual la
recta tangent tingui pendent nul? Si la res-
posta és afirmativa, de quin punt es tracta?

f'(x)= L 22X = 2x

x2 +1 x2 +1

La funcié es creixent per a xeR+, jaque six >0
es verifica f'(x) > 0.

2x

241
—-2x=0—->x=0—>f(0)=In1=0

mtg:0—>f'(x):0—>x =0->

La recta tangent a la grafica de la funci6 té
pendent mil en el punt (0,0).

25. Calcula la funcié derivada de les funcions
segijents:
a) fix)=x3-cos x

f'(x) = 3x2 cos x + x3 (—sin x) =
= x2 (3 cos x — sin x)

b) ix)=x-Inx+In2x+1

f'(x)=Inx+x- l+2Inx 1 2|nX+Inx+1
X X X
c) fix)=7cotgx+3
f(x) = 7°°SX +3 5 F(x) =
—sin® x —cos? x —7
=7 - 2 =2
sin® x sin“x
d =—
) fix) x?-3x+2
-2X+3
f'l(x)=————"——
(x) (x? =3x+2)?
sinx +cos x
e) fix)=—"F——

1-sinx

(cos x —sin x)(1-sin x) —
(1-sinx)?

f'(x) =

—(sin x +cos x) -(—cos x) _cos x —sin x +1
(1-sin x)? ~ (1-sinx)?2

N ) =x-(1+x)

1 1-3x
f'(x)=—=(1 =
(x) 2\/;( +x)+f 2\/;
2
8) f(x)=cos3x+§

3sin3x

Fi(x) = — 3tg3x
X
h) fix) = smx
, cosx-x>—sinx-2x Xcos X —2sin x
fi(x) = X = PE
2x
F(x) = -2(x* -1)? +22x-2(x2—1)-2x _
(x* =1
_ 2+6x?
JRCSER
i) o=
L 1 |
f‘(x):;( —x)+2nx :1—x+xlr21x
(1-x) x(1-x)
1+ x?
k) f(x)=ln 1_x2

0 =In 1+ X2 In (1+x2j :lln[1+x2):
1—X 1-x 2 1-x
= 1[|n(1 +x2)=In(1-x%)]
2x 2x
Fiix) = [1 FA J

=X(‘|+x j

l) fix)=(1-x)3-log, x

11
In2 x

)

26. Utilitzant la derivada logaritmica, demostra

f'(x)=-3(1-x)*log, x +(1-x)>-

=(1-x)? (—SIog2 X+

k
ue la derivada de la funcié f(x) = —— és
q f(x) 9(x)
—-k-g'(x)
PX)=————
%)= TP

f(x)= k. —Inf(x) = InL =Ink -Ing(x)
g(x) g(x)

100 L) pyyy = ()9 )
f(x) 9(x) g(x)
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27.

28.

29.

Per tant:

—kg'(x)

. K g'(x) .
Fiix) = 9D gy =
) 2= 00r

g(x) g(x)

La derivada de la funcio f(x) = tg x es pot
expressar f(x) =1 + tg2 x. Per qué?

)
Perqué f'(x) = 12 i, 1+tg° x =1+ Sin 2X =
cos” X Cos “ X
1
cos? x
En conseqliencia:
] 1 2
f'(x)= —=1+19" x
cos” x

Troba I’equacié de la recta tangent al grafic
2

de la funcié fix) = 1

punt del grafic d’aquesta funcié la recta
tangent és paral-lela a I’eix d’abscisses?

en x = 1. A quin

1 1
f(1)= 5 El punt és (1, Ej

o 2x(x*+1)-x%2x  2x

Fx) (x? +1) C(x2+1)2

2
my =)= =

Equacié recta tangent:

y—%:%(x—1)—>x—2y =0
Recta tangent parallela a I'eix 0X - my =0 —
f'(x)=0
2x

—(x2+1)2 =0-52x=0->x=0->1(0)=0

La recta tangent és paral-lela a I'eix d'abscis-
ses en el punt (0, 0).

Comprova que la derivada de la funcié:

F(x) =l 1ESINX_ 1004 4sin x) —In(t —sin x)]
1-sinx 2
, 1( cosx CoSs X 1 2cos x
fi(x)== ' : =—- = =
2\1+sinx 1-sinx ) 2 cos“x

1
cos x

30. Calcula la derivada de les funcions:

31.

a) fix) =e3x-In (x2+4)

F1(x) = 3e% In(x? +4) +e¥ —2X_ -
X +4

2x
=e¥|3In(x?+4)+
[ ( ) x2+4}

b) f(x) =sin [cos (ex+ 2)]

f'(x) = —e* cos(cos(e* +2))sin(e *+2)

e’ +1
0) fix)=——
f'(x):e -e"—e’(e +1): -e :—_1

(eX)2 ex.e

d) fix)=tg (3*-7)

3*In3
fi(X)=——7-—
(x) cos?(3* -7)

) flx) = (x2— 1)conx

In fix) =cos x - In (x2—1)

P _ —sinx-In(x*> —=1) +cos x - 22X
f(x) X2 1
fo):(xz—ﬂ””{—gnx~M(x2—1)+2Xfosx}
x° -1
“+3
Nx=in< 2

f(x)=In(e* +3)-Ine* =In(e* +3) — x
e” 1_eX—eX—E}_ -3
e’ +3 e +3

Donada la funcio f(x) = x - ex, calcula f(x).
Escriu I’equacioé de la recta tangent a la gra-
fica de f(x) en el punt on s’anul-la la seva
derivada. Indica raonadament si aquesta
funcio és creixent o decreixent en x = 0.

fl(x)=€"+x-e*=e*(1+x)

f'ix)=0->e*(1+x)=0>1+x=0—> x=-1

f(-f)= 1o =
e

1
Punt: (—1, —EJ; pendent: m = 0 — equacio tan-

1
ent. y=——
g y o

f'(0)=1>0 — la funcié és creixent en x = 0.
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32. Una petita mostra de material radioactiu
conté 1 bhili6 d’atoms. A conseqiiéncia de
la desintegracid, el nombre N d’atoms de la
mostra va disminuint a mesura que passa
el temps t. La funcio N = f(f) que descriu
aquesta situacio és:

N = NO . e—zf
N =fit)= Ny - 2 — N =101 - -2t

on N, és el nombre inicial d’atoms que hi ha

a la mostra i t, el temps transcorregut en
anys. Es demana:

a) Quants atoms hi haura a la mostra quan
hagin passat 10 anys? | quan n’hagin
passat 100?

t=5anys > N=1f(5)=1012- 10 =
=45 399 930 atoms
t=10anys > N=f(10)=1012- 20 =
=2 061 atoms

b) Quan és més rapida la desintegracio, als
10 anys o als 100 anys?

N'(t) = -2N, - e 2
La desintegracié és més rapida pera f=5
anys, ja que:
N'(5)=-2-1012-e-10=-9,08 - 107 at/s
N'(10) =-2 - 1012 - 20 = -4 122 at/s
i, per tant, es compleix:

IN'(5)/ > IN'(10)/

33. Comprova que la derivada de la funcio

f(x) = x2 - 5x s’anul‘la en els punts x = —

In5
x=0.
fi(x)=2x -5+ x2-5¢-In5=x-5¢(2+x-1In5)
< x=0

f(x)=0—>x-5<2+x-In5
) ( ) 2+x:In5=0

-2

X=—

In5

34. Calcula la derivada de les funcions:
. 1+ x
a) f(x) =arc sin ——
1-x

1 A-x = (1 x)(-1)

1 (1+x ’ (1=x)’
)

F(x) =

1 —-2X

A-xP-(1+x)? (1=xP
(1-x)?

1 . -2X _ -2X
J-4x (1-x)  (1-xnW—4x
1-x

b) f(X) = egarctgx

t
f'(x) = e¥9* 1 e
1+ x2

"1+ X2
¢) f(x) =In [arc cos (x - 1)]

Fi(x) = LR )|
arccos(x —1) \/1—(x—1)2

3 —1

- arccos(x —V2x — x?

d) f(x) =arctg :-'_—i —arctg x

SN B b o (1 ) R

(1+xj2 (1-x)? 1+x
14[ 11X
1-x

(1-x)? -2 1

T A=xP+(1+x)? (1-x)2 1+ x?

-2 1 -1 1 -2

2 2

:2(1+x2) T4x2 14x% 14x% 14x

e) fix)=~1-x* arc sin x

-2X 1
f'(x) = ——=——arcsin x +y1-x2 - =
241-x? 1-x?

_ —xarcsin X +v1 —x*

+1=
J1-x2

_ —xarcsin x
V1-x?

/) f(x)=arc cos (cos x)

f(x) = arccos(cosx) = x — f'(x) = 1

35. Dedueix la derivada de la funcié g(x) = ax
sabent que la seva funcié inversa és f(x) =
= log, x i suposant coneguda f(x).

1.

f(x)=log, x > f'(x) = l
Ina x
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2
X
36. Donada la funcié f(x) = o4 calcula P(x),

F(x) i F7(x).

F(x) = 2x(x? —24)—)2<2~2x _ 2—8x :
(x*—-4) (x“-4)
F1(x) = —8(x* —4)? +28x -24-2x(x2 —h) _
(x*-4)

_ -8(x?-4)+32x* 24x7+32
(x* -4)° (x*-4)°
_48x(x* -4)° —(24x% +32)(x*-4)%.3.2x _

f"(x) e =
_ 48x(x® —4)-(24x% +32)6x
(x* —4)*
B 48x°% —192x —144x°*-192x B
(x? - 4)*
_ -96x° —384x _ —96x(x2+4)
(x* —4)* (x2-4)2

37. Troba f%)(x) i g®¥)(x) per a les funcions
fix) = sin x i g(x) = cos x.

f8)(x) = f'(x) = —sinx
g®9)(x) = g®)(x) = sinx

38. Per a la funcié f(x) = 2x, calcula:
f(x), P’(x), P’(x) i f4)(x)

Observa amb detall les funcions que has

obtingut i dedueix I’expressié de la deriva-

da f(n)(x).
f'(x)=2"-In2
f"(x)=2"-(In2)?
f"(x)=2*-(In2)®
M (x)=2"-(In2)*

F™(x) = 2%(In2)"

Acabem

1. En quins punts de la grafica de la funcio

1
fix) = x la recta tangent és perpendicular a

larecta 4x + y— 2 = 0? Escriu les equacions
d’aquestes rectes tangents.

4x+y—2:0—>m:—4—>m‘:%

f(x):_71—>f'(x):xi

2

m':f‘(x)—>l:i2—>x:ir2
4 X

x:2—>f(2):—%—>(2,—%j

x=-2->f"(-2)= % - (—2,%}

Els punts s6n 2,—l i —2,l
2 2

Equacions de les rectes tangents:

1 1 1
2——|iy+—=—(x-2) >4y +2=x-2 >
[ ij > 4( ) >4y

—>x-4y-4=0

(—Z,lJ:y—%:%(x+Z)—>4y—2 =X+2 >

—>x-4y+4=0

2. Dibuixa en un paper mil-limetrat la grafica
de la funcio f(x) = —-x2 + 8x. Tot seguit, fes
una estimacié a partir d’aquesta grafica
dels valors de f(1) i £(5). Calcula analitica-
ment £(1) i £(5) i compara els resultats amb
els anteriors.

fix) =—-x2 + 8x — f'(x) = —2x +8
f(1)=-2+8=6;f(5)=-10 + 8=-2

Cal comparar aquests valors amb els valors
obtinguts de manera experimental, a partir de
la grafica de la funcié.

3. Representa graficament la funcio:
0 six<0
f(x)=

(x) {1 six20

Aquesta funcié és continua en x = 0? | deri-
vable? Justifica les respostes.

f(x) § 051 x<0
X si x>0

Fig. 2.6

lim f(x)=0; Iingf(x) =0; f(0)=0

x—>0"
Es compleix: lerr(lj f(x)=f(0)=0

Per tant, la funcié és continua en x = 0.

f,(x){o six<0

1six>0
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Es a dir, f(0-)=0i f(0*) = 1 - f(0-) = f'(0*)
la funcié no és derivable en x = 0.

4. Indica en quins punts és derivable la fun-
cio:
x
— six=#0
f(x)=41x]|
0 six=0

Es derivable en tot R excepte en x = 0. Es
compleix que f(x) = 0 per a xeR, x = 0.

5. El grafic d’'una funcio6 f(x) és el de la figura
2.20. Sense calcular-ne I'expressié analiti-
ca, representa graficament la funcié f(x).

Fig. 2.7

6. Troba les derivades laterals en x = 5 de la
funcié f(x) = |2x - 10|. Es derivable en
aquest punt? Per qué?

2x-10six=>5

Fx) =[x =10] > £x) = {—2x+10 six<5
F(5%) = 2; F(5-) = =2 — F/(5%) % F(57)

La funcié no és derivable en x = 5.

7. Indica els intervals de creixement i decrei-
xement i els punts estacionaris de la funcié

fix) =

x? -4

2x(x* -4)-x?-2x _ -8x

fl(X): (X2_4)2 (X2_4)2

D;=R-{-2,2};f(x)=0—>x=0,f(0)=0—>
—(0,0)

Comaquef'(x)>0perax<0,x=-2if(x)<0

perax >0, x =2, es compleix que:

La funcié és creixent en els intervals (-, —=2) i

(=2, 0)

La funcié es decreixent en els intervals (0, 2) i

(2, +)

La funcié presenta un punt estacionari a I'ori-
gen de coordenades.

8.

10.

11.

xZ
(x* -1)?
xent en x = 2? Justifica la resposta.

La funcio f(x) = és creixent o decrei-

—>f'(x) =

C2x(x =17 - x22(x =1 2x(x-1)-2x?

B (x-1* x=)
C2xP-2x-2x?  -2x
x= (x=°

f'(2) = -4 < 0 — f(x) és decreixent en x = 2.

Donada la parabola d’equacié f(x) = x2 —
— 2x + 5, es considera la recta r que uneix
els punts d’aquesta parabola, les abscisses
dels quals sén x, =1 i x, = 3. Troba I'equa-
cié de la recta tangent a la parabola que és
paral-lela a la recta r.

X, =15 fx,)=f1)=4 > (1, 4)
X, =3 f(x,) = f(3) =8 - (3, 8)

La recta r conté els punts (1, 4) i (3, 8)

_f(3)-f(1) _8-4

m, = = =2
3-1 3-1
f(x)=2x=2if(x)=m,=2>2x-2=2—>
x=2
f(2) = 5 — El punt de tangeéncies és (2, 5)
mg=m,=2

Equacié de la recta tangent:
y-5=2(x-2)>y-5=2x-4->
—>2x-y+1=0

Aquesta és la representacié grafica de la
derivada f(x) d’una funcié polinomica f(x)
(fig. 2.21).
a) Quin és el grau d’aquesta funcié polino-
mica? Per qué?
Grau 2. Perque f'(x) és una funcié polino-

mica de primer grau, ja que la seva repre-
sentacioé grafica és una recta.

b) Indica els intervals de creixement i de-
creixement de la funcio f(x).

f'(x) > 0 —» x > 2 — Creixent: (2, +x)
f'(x) < 0 > x <2 — Decreixent: (—»o, 2)

c) Té f(x) algun punt estacionari? Quin és?
Si, x=2,jaque f'(2) = 0.

Donada la funcio f(x) = x - ex, resol les equa-
cions f(x)=0iP’(x)=0.
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f(x)=ex+x-ex=ex(1+Xx)
flix)=ex(1+x)+ex=ex(2+Xx)
fxX)=0>ex(1+x)=0>1+x=0->x=-1
f'fx)=0>ex2+x)=0>2+x=0—>x=-2

12. Troba per a quin valor de a i b és continua i
derivable la funcié:

3x six <1
f(x)=4_, .
ax“+b(x-1) six>1

F(x) = 3x six <1 N
~lax® +b(x —1)si x >1
3six<1

:>f'(x):{

2ax+b six >1

+ Continua:
XIE? f(x)= Iximj(x) =f(1)
3=a—»>a=3
* Derivable:
F(1-) = £(17)
3=2a+b—>b=3-2a=3-6=-3
13. Calcula la derivada de les funcions:
a) f(x) = sin4[In (x2+ 5)]
f'(x) = 4sin’[In(x? +5)]cos[In( x 2 +5)] -
1

. .2X =
x?+5
_ 8xsin’[In(x? +5)]cos[In( x +5)]
x> +5
2)-Inx
) 169 Ix 1
(Inx+x+2)\/x+1—(x+2)-lnx- 1
oy X 2Nx+1
f'(x)= =
X+1
(XInx +x +2Wx +1  (x+2) Inx
_ X 2Vx +1
X +1
2(xInx +x+2)(x +1) = x(x +2)In x
_ 2xXx +1 _
X +1
_2(xInx +x+2)(x +1) - x(x +2)Inx
2x(x + 1 x +1

c) f(x)=cos+x?*+16

. 2x
f'(x)=-sinVx® +16 - ————=
2\x* +16

_ —xsinyx? +16
Jx?+16

d) f(x)=tg’Vx?+2
f'(x)=3tg° Vx> +2 - 1 2
cos’Vx? +2 2yx%+2
3xtg® Vx? +2

~ JIx® +2c0s2 X2 +2

e) fix)=[1+ cos? (1 - 3x)]2

f'(x) = 2[1+cos*(1-3x)] -2cos(1 -3 x) -
(=1)-sin(1-3x)-(-3) =
=12[1+cos*(1-3x)]cos(1 -3 x)sin(1 -3 x)

x2
) fx)=log, \——
'—XZ X2 1/2
f :I —:I —_— =
(X) ng X2—4 OgZ(X2—4)

1
=5 llog, x* ~log,(x* -4)] =

1
= - [2log, x ~log,(x* ~4)]

1 1(2 2x
f' = | — - | =
x)=3 In2(x x2—4j

g2) fix) =sec2(x3-2)
1
f(x)=sec’(x*-2) :m
_ 2cos(x® -2)sin(x® -2)-3x* _
cos*(x® -2)
_ 6x%sin(x®-2) _ Bx°tg(x>-2) _
cos®(x®*-2)  cos’(x*-2)
=6x2tg(x®-2)-seci(x*-2)

JV3x

h) f(x) = arc sin 5

£'(x)

I B I
f(X)_\/1_3x 2 o
4
2 V3 1 V3

) J4 -3x .7.2& B 2\/x(4 -3x) -
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L - N
2\ x(4-3x)

i) fix) = arc tg X 4+2
, 1 3 1 3
f(x) = 2o 2
ax+12V 4 16+(3x+2)° 4
1+ LA
4 16
12 12

T16+(3x12)°  9x% +12x +20

2

_]) f(x)=2arcsinx. 1-x
1 . 2

1-x?

—-2X — 2arcsinx[|n2 _ X ]

21— x?
k) fix) = (x2+ 3)x*5
Inf(x)=In(x?+3)** =(x +5)In(x2+3)

f'(X) — 2arcsinx |n2 .

+ 2arcsin X,

') jnix? 22X

) =In(x=+3)+(x +5) 713

F(x) = f(x){ln(xz +3) +2’;(2X—++35)}
F(x) = (x? +3)“{In(x2 +3) +%}

) fix)=In+Inx

f(x)=In(Inx)"? = %In(ln X)

11 1 1

F(X)= 5 —-—=
2 Inx x 2xInx
1
m) f(x)=sin3x
, —-3sin xcosx  —3cos X
fi(x)= — =—— =
sin* x sin®x
= -3c0s X cosec’x
e?* +In* x +cos3x
n) fix) = 2
[ 2x 1 . 1
f'(x)=|2e”™ +2Inx-—+sin3x (3) |-— =
X 2
2  Inx  3sin3x
_er X
X 2
1
= axrey
. -5.3(2x+6)*-2 -30
fi(x) = ( 6) = 2
(2x +6) (2x +6)

p) fix) =eta3x- Yx? +1
f'(x)=e"". 3 RAx2+1+

+ el -%(x2 +1)72%.2x =

_ oo 3Yx? +1 2x

+
cos?3x  33[(x% + 1)

cos?3x

14. El nombre N de bacteris d’un determinat
cultiu varia en funcié del temps t expressat
en hores, d’acord amb I’equacié:

t

N=10-e2

a) Quin és el nombre inicial de bacteris en
el cultiu?

t=0 — N(0) = 10 bacteris.

b) En quin moment creix més de pressa el
nombre d’aquests bacteris, quan t =2 h
oquant = 4 h? Per qué?

N| :10.et/2 1 :5.et/2
2
t=2h—> N'(2) =5e
t=4h— N'(4) =5e2

N'(4) > N'(2) — el nombre de bacteris creix
més de pressa perat=4h.

15. Calcula les tres primeres derivades de la
funcié f(x) = e3x, Dedueix I’expressio de la
derivada enésima fin) d’aquesta funcié.

f'(x) = 3e¥; f"(x) = 9e3x; f"'(x) = 27e3x
f(n)(x) = 3ne3x

. 1
16. Tenint en compte que arc sec x = arc cos X’

calcula la derivada de la funcié f{x) = arcsec x.
De manera similar, pots calcular les deri-
vades de les funcions g(x) = arc cosec x i
h(x) = arc cotg x. Fes-ho.

1
f(x) = arcsec x =arccos —
X

f'(x) = 1 (__1}_;
1 X2 ) xx® -1
X2

f(x) = arccosec x =arcsin 1

X

1 1 -1
- ()
1 U X)) xxr -1

‘IX2
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f(x) = arccotgx =arctg 1
X

. 1 1 -1
0= [—j1—
1+—

X2

17. Troba I’equacio de la recta normal al grafic
de la funcié f(x) = x2 — 7x + 10 en els punts
d’ordenada nul-la.

fxX)=05>x2-7x+10=0->x,=2,x,=5—>
—(2,0)i(5,0)

* Punt (2, 0)
my=f'(2)=22-7=-3>m, :%
Equacié recta normal:

1 1 2
=—(x-2)>y=—x-——>x-3y-2=0
y=g(x=2)oy=ox-2 y

* Punt (5, 0)
mg=f'(5)=2-5-7=3 >m, :—%
Equacié recta normal:

1 1. 5
=——(x-5)>y=-x+=—>x+3y-5=0
y 3( ) >y 3573 y

18. Representa graficament la funcio f(x) = |x2+ 2|.
Hi ha algun punt en el qual aquesta funcié
no sigui derivable? Justifica’n la resposta.

A
y

f(x) = /x*+2/

Fig. 2.8

No. La funcié és continua i derivable a tot R.
La seva grafica és la mateixa que la de la fun-
cid g(x) = x2 + 2, ja que f(x) > 0 per a tot xeR.

19. Determina I’expressié algébrica de la funcié
f(x) que verifica les condicions segiients:
a) fF(x)=3
b) El seu grafic passa pel punt (2, 10)
fix)=3x+n
f2)=10 >10=6+n—>n=10-6=4
Per tant, f(x) = 3x + 4

20.

21.

22,

23.

24.

Indica raonadament perqué la funcio
a
fix) = <—b’ on a i b sén nombres reals, no
pot tenir punts estacionaris.
-a
f'(x)=—
(x) (X_bY

La funcié no pot tenir punts estacionaris, ja que
f'(x) no s'anul-la per a cap valor de x real.

Se sap que la funcio f(x) = ax2 + bx + 12 pre-

senta un minim en el punt (4, —4). Calcula a

i b.

f(4)=-4 >16a+4b+12=-4 >4a+b=-4
f(x)=2ax+b;f(4)=0—->8a+b=0

4a+b——4}a:1, bo 8

8a+b=0

Dibuixa de manera aproximada el grafic de
la funcié f(x) = In |x]. Indica raonadament si
hi ha algun punt en qué aquesta funcié no
sigui derivable.

f(x) = In/x/

Fig. 2.9

La funcié no és derivable en x = 0 perqué no
existeix f(0) i, per tant, no pot ser-hi continua.

Justifica el motiu pel qual la funcié f(x) =
= ++/x no és derivable en x = 0.

Perque f'(x) = 1 — no existeix f'(0).

2\2

De fet, com que no existeix Iirgf f(x), la funcio

no és continua en x = 0 i, per tant, no pot exis-
tir F'(x).

Representa graficament la funcio fix) = log, x
i, a partir d’aquesta grafica, dibuixa la fun-
cio6 g(x) = |log, x|. Per a quins valors de x no
existeix g’(x)? Per qué?

f(x) = log,x f(x) = /log x/

¥

L—
o

Fig. 2.10
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25.

La funcié g(x) no és derivable en x = 1.
Observa a partir de la grafica que g'(1-) = g'(1%).

x'-4 six =2

La funcié: fix) = x-2 és deriva-
3 six=2

ble en x = 2? Per qué?
f(2)=3

2

. X .
i) = lim > —5 =lim(x +2) =4
Com que Iin12f(x) # f(2), la funcié no és conti-

nua en x = 2. Aleshores, tampoc pot ser deri-
vable en aquest punt.
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