SOLUCIONARI Unitat 4

Comencem

¢ A partir d’'una taula de valors, representa gra-
ficament la funcié f(x)iz. Doéna tota la
x -

informacio possible de la funcié.

X 2| 0| 4 6
f(xX)=2/(x=2)|-1/2| -1 | 1 | 1/2

D,=R - {2}, R,=R - {0}

Talla I'eix d’ordenades en el punt (0, —1). No és
simétrica ni respecte de I'eix d’ordenades ni res-
pecte de l'origen. Es decreixent en tot el seu
domini. Per valors de x < 2 la funcié és convexa,
i per valors de x > 2 és concava.

Exercicis

1. Estudia les simetries i indica els punts de
3

tall amb els eixos de la funcié: f(x)———
X

+2
(_X)3 B _XS o X3 B
(—x)+2 x*+2  x*+2
= —f(x), la funcié és imparella, per tant és sime-
trica respecte de I'origen de coordenades.

Com que f(-x) =

3

X
f(x)=0
) _)x2+2

=0->x3=0->x=0,

talla els eixos en l'origen.

2 x -1

. Donada la funcié f(x) = dedueix-ne:
x+3

a) El domini i els tipus de discontinuitats.

D;=R - {-1}, Xlinj1i—_1 = oo, presenta una

discontinuitat asimptotica en x = —1.

b) Les simetries.

X +1 ,
En ser f(—x) = — < vol dir que f(—x) = f(x)

i f(—x) # —f(x), per tant la funcié no és pare-
lla ni imparella, la grafica no és simétrica ni
respecte de I'eix d’'ordenades ni respecte de
I'origen.

c) Els punts de tall amb els eixos de coor-
denades.
fx)=0—>x-1=0—- x=1, talla I'eix d’abs-
cisses en el punt (1, 0).

f(0) = -1, talla I'eix d’ordenades en el punt
(0, =1).

. Troba el recorregut de la funcié de I’exerci-

ci anterior a partir del domini de la funcié
inversa.

(1+ x)

F100) = o > Re=DF =R= 11},

. a) Per qué una funcié no pot ser simétrica

respecte de I’eix d’abscisses?

Hi hauria valors de x que tindrien dues imat-
ges.

b) Per qué la grafica d’una funcié pot tallar
com a maxim per un punt I'eix OY?

Si tallés en més d'un punt I'eix OY, el valor
x = 0 tindria més d’una imatge.

. Justifica de manera raonada per qué la gra-

fica d’una funcié no talla en cap punt una
asimptota vertical.

Si la grafica tallés una asimptota vertical, hi
hauria valors de x que tindrien més d’'una imat-
ge, i per tant no seria una funcié.

. Demostra que les funcions polinomiques no

tenen asimptotes de cap tipus.
En ser lim p(x) = « , fa que no tingui asimpto-

tes verticals ni horitzontals, i com que

m = lim

X
Hw% = o0, tampoc en té d’obliqiies.
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7. Troba, si n’hi ha, els punts de tall de I’a-
simptota obliqua i la grafica de la funcio6 de
I’exemple 1 apartat b.

No es tallen en cap punt, ja que I'equacié

2

X 1 . .,
i _EX_ 1, no té solucio.

8. Troba les asimptotes de les funcions
seglients:

a)

b)

c)

xX+3
x* -4

D;=R - {-2, 2}

f(x)=

. X+3 . X+3
||m2—=oo lim =
x>-2 X — 4 x—>2X2 -4
. X+3
lim =

xeaoxz -4 -

0

verticals: x = -2 i x = 2, horitzontal: y = 0, no
en té d’obliques.
2x?

f(x) =
(x) x% +1

D; =R, no té asimptotes verticals
3

lim —

xoto x4

zontals.

=+, tampoc no en té d’horit-

. 2x3 . 2x?
m= lim > = lim — =2
X+ X(X +1) Xk ¥ +1

. 2x3
n=lim 5
x—+o| ¥ +1

asimptota obliqua: y = 2x

x>t X 21

—ZXJ: lim _Z—X =0

x? -1
ex

f(x) =

D; =R, no té asimptotes verticals.
2

lim =—

X>t0 @

=0 — asimptota horitzontal:

y=0perax—>+ow
2

X .
m = lim ——— = — no té asimptota horit-

X—>—0 Xe

zontal pera x > — o
2

m = lim — = — no té asimptotes obli-
X—>—0 Xe
ques.
F(x) = 3-4x
2x+6
. 3-4x
=R - {=3}; lim = =
D;=R - {-3}; U s © — |arecta x

10.

= -3 és una asimptota vertical.
im 2= _ 0 larecta y = 2 ¢
R Ty — la recta y = —2 és una

asimptota horitzontal.

X3

x-5

f(x)=

3
D,=R - {5}: lm—=
x—>5 x —

5:oc>—>larectax=5

és una asimptota vertical.
3

lim 5 =4 no té cap asimptota horit-
X—>*to0 X —
zontal.
3 2

m= lim = lim = to0

X+ X(X—5) xaioox_5
no té cap asimptota obliqua.
Fx)=—

(x+1)

Di=R-{-1}; )!erj1(x+1)

=40 — la recta

x = —1 és una asimptota vertical.

lim 5
X+ (X + 1)
asimptota horitzontal.

=0 > larectay =0 és una

9. Justifica la validesa o falsedat de les afirma-
cions segiients:

a)

b)

Si f(x) és creixent en el punt x = x,, ales-
hores f(x,) > 0.

Fals. Per exemple la funcié f(x) = x3 és crei-
xent en tots els reals i en canvi f'(0) = 0

Si fix) és decreixent en el punt x = Xx,,
aleshores f(x,) < 0.

Veritat, ja que si la funcié és decreixent la
funcié derivada no és positiva.

Si f(x) és creixent a I’esquerra del punt
x = a i decreixent a la dreta del mateix
punt, aleshores x = a és un maxim.

Fals. En el punt x = a, pot haver-hi una dis-
continuitat asimptotica.

Estudia els intervals de creixement i decrei-

xement de les funcions segiients:

a)

f(x)=x_+1
x-1
-2

f'(x)= ——= <0 VxeD;=R - {1}, la fun-

(x=1)
ci6 és decreixent en tot el seu domini.
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11. Contesta

2x

b) 1) =57 3

2-4x2
(2x% +1)

=0 x=+1/2

D,=R, f'(x) = F(X)=0>2—4x2=

f'(=1) < 0 — és decreixent en (o, —1/+/2),
f'(0) > 0 — és creixent en (—1/\/5,1/\/5) i
f'(1) < 0 — és decreixent en (1/~/2, + ).

c) f(x)= %

Inx -1
D;=R+* f'(x) = I x

F'X)=0>Inx—-1=

=0>Inx=1->x=e

f'(1) < 0 — en linterval (0,e) és decreixent,
f'(e?) > 0 — en l'interval (e, + x) és creixent.

X

d) f(x)=e7

e’(x-1)
Di=R—-1{0}, f'¥)=— 72—,

f'x)=0—>x=1

f'(-1)<0,f'(1/2) <0if'(2) >0 — decreix
en (—»0,0) i (0,1) i creix en (1, + «)
raonadament les preguntes
seglients:

a) Per qué igualem a zero la funcié deriva-
da, i resolem l’equacié obtinguda, per
trobar els punts estacionaris?

En els punts estacionaris, la recta tangent a
la grafica de la funcié és horitzontal, per tant
el seu pendent ha de ser zero, i com que
per definicié el pendent de la recta tangent
en un punt és la derivada de la funcié en
aquest punt, tenim que la derivada ha de
ser zero.

b) Per qué una funcié és creixent en un
punt del seu domini, quan la derivada en
aquest punt és positiva?

Si f(xy) >0 —> m;>0 — larecta t és creixent
— f(x) és creixent.

¢) Per qué en un punt d’inflexié de tangent
horitzontal la funcio és creixent o decrei-
xent, i en els maxims i minims relatius no?

En els maxims i en els minims canvia el
creixement de la funcid, aquesta passa de
creixent a decreixent, o a l'inrevés, en canvi

12.

13.

14.

en els punts d’inflexio de tangent horitzontal
no varia el creixement de la funcié.

Esbrina els maxims, els minims i els punts
d’inflexioé de tangent horitzontal de les fun-
cions:

a) f(x) = 3x*— 6x2

La funcioé sent continua i derivable en x = a
passa de creixent a decreixent, ja que la
derivada passa de positiva a negativa, per
tant en x = a la funcidé presenta un maxim
relatiu.

b) f(x) = x* + 2x3

Per exemple la funcié f(x) = —x2 en el punt
x=0.

X

e* -1

c) f(x)=

X

(e" -1y
f'(x)#0 Vx e D;— no presenta cap punt
estacionari

4

Vx*+8

Contesta raonadament les preguntes se-
giients:

fi(x) =

d) f(x) =

a) Una funcié f(x) és concava en l’interval
obert (a, b) i convexa en l'interval obert
(b, c); vol dir aixé que en el punt d’abs-
cissa x = b hi ha un punt d’inflexio?

No, pot ser que en el punt x = b hi hagi una
discontinuitat.

b) Si f(x,) = f’(x,) = 0, podem estar segurs
que en x = X, hi ha un punt d’inflexié de
tangent horitzontal?

No, ja que no n’hi ha prou que f(xy) = f'(X,) =
=0, si a més en x = x, canvia la concavitat

de la funcié, aleshores si que és un punt
d’inflexié de tangent horitzontal.

Determina els punts d’inflexié en general i
els intervals de concavitat i convexitat de
les funcions segiients:

a) fix)=x3-2x2+4

La funcié és convexa en (-, =), i és con-

3

2 2
cava en (5 + o), per tant x = 3 és un punt

d’inflexié.
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15.

b) fix) = x3(x - 4)

En (-0, 0) i (2, + o) la funcié és concava, en
(0, 2) és convexa, en x=0ix =2 hi ha punts
d’inflexio.

4x

=27

En els intervals (o, =2+/3 )i (0, 2+/3 ) la fun-
ci6 és convexa, en (-2+/3, 0)i (24/3, + ») és
concava, x = —2+/3, x = 0 i x = 24/3 son
punts d’inflexio.

x
x* -4

d) f(x)=

En (-, =2) i (-2, 0) és convexa, en (0, 2) i
(2, + ) és concava, té un punt d’inflexié en
x=0.

Troba I’equacié de la recta tangent al grafic
de les funcions segiients en cada un dels
seus punts d’inflexié:

a) f(x) =x3-3x2+ 2x
f'ix)=3x2—-6x+2 > f"(x)=6x—-6
f"xX)=0—>6x-6=0—>x=1
m=f(1)=3-6+2=-1
Yo=f(1)=1-3+2=0-> P(1,0)
y=-(x-1)->y=-x+1

b) fix) = x(x-1)3
f'X)=4x3-9x2+6x—-1—>
f"(x)=12x2-18x + 6
f'"x)=0—>12x2-18x+6=0—>

X1=1,X2=_

16 2 16
1
€) ) = e
1 1 e*
f(x)= = = -
(x) 1+3e* 3 3+e”
eX
. 3e* " 3e*(3-¢e%)
"Gy TN e ey

16.

17.

f'"x)=0>3ex(3-e)=0>3-ex=0—>
ex=3—->1In3

1

m=f '(In3)=—

(In3) 2
—f(|n3)—1—>P N3,
Yo= 2 "2

1 1 1 2-In3
y——2 =—(x—=1In3) >y=—-x+

d) fix) = e~

fix)=ex= e_1X - f'(x)= —e—1x - f"(x)=f(x) =

A
eX

f"(x) # 0 VxeD; —> no presenta cap punt
d’inflexié

Determina els intervals de concavitat i con-
vexitat de cadascuna de les funcions de I'e-
xercici anterior.

a) punt d’inflexié: x =1; D;=R

(=0,1) —> £"(0) = =6 < 0 — A
(1,40) > £"(2) =6 > 0 - f(x

) és inversa
és concava

~ X

—_

b) punts d'inflexié: x; =1, x, = -; D;=R

N

(—oo,%) — f"(0) =6 >0 — f(x) és concava

(%,1) — f"(0,6) < 0 — f(x) és convexa

(1,+0) > f"(2) = 18 > 0 — f(x) és concava

¢) punt d’inflexio: x = In3; D;= R
(=0,In3) - f"(0) > 0 — f(x) és concava
(In3,+x) — f"(2) < 0 — f(x) és convexa

d) no hi ha punts d’inflexio, D;= R
(=o0,+0) > f"(0) =1 > 0 — f(x) és cOncava

Dibuixa el grafic d’una funcié que tingui un
punt d’inflexio de tangent horitzontal en el
punt x = 1, de manera que en aquest punt la
funcié passi de concava a convexa. Justifi-
ca el creixement o decreixement de la fun-
cidenel punt x=1.

Resposta oberta. Per exemple:

y
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18.

19.

20.

En el punt d’abscissa x = 1 la funcié és decrei-
xent.

Dibuixa les grafiques de f(x) i de £’(x) a par-
tir de la grafica de f(x) (fig. 4.18).

N/

™ .

\
\
\
\
\
\
\
\
~J X

N

0|

Si f’(x,) > 0, aleshores f(x) és concava en
X = X,, pero no reciprocament. Justifica-ho.
Si f(x) és concava en x = x, — f'(x) és creixent
en x = x,— f"(xg) > 0.

Donada la funcié f(x) = x3, dibuixa, mitjan-
cant una taula de valors, les grafiques de
fix), f(x) i F’(x). Explica de manera raonada
qué passa en el punt x =0.

21.

22.

23.

En el punt x = 0 hi ha un punt d’inflexié de tan-
gent horitzontal, on la funcié és creixent, i
passa de convexa a concava.

Considera les funcions dels apartats a) i b)
de I'exercici 12: de cadascuna d’aquestes,
dedueix-ne els maxims i els minims aplicant
el test de la segona derivada. Compara’n els
resultats.

a) f'(x)=12x3 - 12x - f"(x) = 36x2 — 12
f'lx)=0—>12x3-12x=0—>x, =0, x, = 1,
X5 = —1
f"(0) =-12 <0 — en x = 0 hi ha un maxim
'(1)=24 >0 — en x =1 hi ha un minim

fl
f"(-=1)=24>0 — en x = -1 hi ha un minim
b) f'(x)=4x3+6x2 > f"(x)=12x2 + 12x

f'(x)=0—>4x3+6x2=0—>x1=O,X2=—%

f"(0) =0 — en x = 0 hi ha un punt d’inflexié
de tangent horitzontal

3
f"(—EJ =9>0—->en x=—% hi ha un minim

Dibuixa la grafica d’una funcié tal que:

a) Tingui un maxim i un minim relatius, i no
tingui cap punt d’inflexio.

y

b) Tingui un punt d’inflexioé i no tingui cap
maxim ni cap minim relatius.

y

a) A partir de les grafiques dels exemples 4
i 5, justifica les simetries, el recorregut i

McGraw-Hill/Interamericana de Espafa, S.A.U.

Matematiques 2. Batxillerat

37



b)

els maxims i minims absoluts de cada
una de les funcions.

Exemple 4: La grafica és simetrica respecte
de l'origen. R,= R i no t& ni maxim ni minim
absoluts.

Exemple 5: La grafica de la funcié no és
simétrica ni respecte de I'eix d’ordenades ni
respecte de l'origen. Ry = (0, + «), el punt
(=1, 0) és un minim absolut i no hi ha cap
maxim absolut.

Justifica els punts d’inflexié de cadascu-
na de les grafiques dels exemples 2, 3 i 5.

Exemple 2: Hi ha dos punts d’inflexié, un en
X = ae(—\g, 0), ja que la grafica en aquest
punt passa de convexa a concava, i un altre
enx=0b e (0, \g) on la grafica passa de

concava a convexa.

Exemple 3: Hi ha un punt d’inflexi6 en un
punt x < 2, on la grafica passa de convexa a
concava.

Exemple 5: En un punt x =c < (-1, 0) la gra-
fica de la funcié passa de concava a conve-
xa, per tant x = ¢ és un punt d’inflexid, i en
x > 1 n’hi ha un altre, donat que la grafica
passa de convexa a concava.

24. Dibuixa la grafica de les funcions:

a)

f(x) = 6x2 — 2x3

D; = R. En ser una funci6é polinomica no té
cap tipus d’asimptota.
fxX)=0->6x2—2x3=0->2x2(3-x)=0—>
x =0, x = 3; talla els eixos en (0,0) i (3,0).
f'(x) = 12x — 6x2
f'x)=0>12x-6x2=0—>6x(2-x)=0
—>x=0,x=2.

f"(x) =12 -12x

f"(0) =12 > 0 — a l'origen hi ha un minim,
f"(2) =-12 <0 — en el punt (2,8) hi ha un
maxim.

b) fix) =

No presenta cap tipus de simetria. R; = R,

no hi ha cap punt de la grafica que sigui un
maxim o un minim absoluts.

En l'interval (—o, 1) és convexa, en (1, + «)
és concava. El punt (1, 4) és un punt d’in-
flexié, no hi ha cap simetria. R;= R, no hi

ha cap punt que sigui un maxim o un
minim absoluts.

X —
x2

.ox-1
D;=R - {0}, hm—x2 =—o—>x=0ésuna

x—0

asimptota vertical.

x -1
7~ =0 —larecta y=0ésunaasimp-

lim

X—0o X

tota horitzontal. No en té d’obliqies.

f(x)=0—>x-1=0—x=1, talla I'eix d’abs-
cisses en el punt (1,0).

x =0 ¢D;— no talla I'eix d’ordenades.

-X+2
f'(x) = o ,F'X)=0>—=x+2=0->

! | o -

! E——
. |

S |
|
|

X } !

—00 0 2 +00
disc. max.

En el punt (2,1/4) la funcié presenta un
maxim.

No presenta simetries. R; = (—»,1/4], el punt
(2,1/4) és un maxim absolut, no t& minim
absolut.

Es convexa en els intervals (-, 0) i (0, 3),
és concava en l'interval (3, + ), en el punt
d’abscissa x = 3 hi ha un punt d’inflexié, no

McGraw-Hill/Interamericana de Espafa, S.A.U.

38

Matematiques 2. Batxillerat



1 1
hi ha simetries. R; = (-, Z)’ el punt (2, Z)

és un maxim absolut, no t& minim absolut.
x> —x
8x% +1

D; =R — no té asimptotes verticals

f(x)=

ox2—x 1
lim 5 =—
-0 8x°+1 8

asimptota horitzontal.

— larecta y = 1/8 és una

No té asimptotes obliglies.

fix)=05>x2—x=0->x(x—1)=0->x=0,
x = 1; passa pels punts (0,0), (1,0)

8x% +2x -1
f'(X)=W,f'(X)=O—>8X2+2X—1 =
=0->x=-1/2, x=1/4.

+ 0 - 0 +

—o0 :1 1 +00
2 4
max. min.

En (-1/2,1/4) hi ha un maxim, en (1/4, —-1/8)
hi ha un minim.

La grafica no és simétrica ni respecte de
I'eix d’ordenades, ni respecte de I'origen.

R:=[-1/8,1/4], el maxim i el minim relatius
s6n també absoluts.
Considerem els punts d’abcissa a, b i c tals

1

que: a<—§,—§ <b<0ic>1,onlafuncié
canvia la concavitat, és concava en (-, a)
i (b, c)iés convexaen(a, b)i(c, +x), els
punts a, b i ¢ sén punts d’inflexié. La grafica
no és simetrica ni respecte de I'eix d’orde-

1
),

nades ni respecte de I'origen. R;= (_5’ 1

| =

el punt (- ) €s un maxim absolut i el

TN

) és un minim absolut.

[0 WSENRN \N]

1
punt (Z' -

x? +3x

f(x)=
d) Fx)==""
D;=R- {1}
X% +3x .
Iqu = o —> la recta x = 1 és una
x>t x —1
asimptota vertical.
. x> +3x , , .
lm . = o — no hi ha asimptotes horit-
zontals.
 xX*+3x . x+3
m = lim =i =1

la recta y = x + 4 és una asimptota obliqua.

fix)=0—>x2+3x=0—>x=-3,x=0; talla
els eixos en els punts (-3,0) i (0,0)

2

X p— —
(0= "Gy

=0->x=-1,x=3

,F'X)=0—>x2-2x-3=

|
f + 0 - - 0 +
|
—_— |
|
f / \‘ \4}/
|
x L L
—00 -1 1 3 +00
max. disc. min.

Hi ha un maxim en (-1,1) i un minim en
(3,9).

No és simétrica ni respecte de I'eix d’orde-
nades, ni respecte de 'origen.

R: = R - (1,9), no t& ni maxims ni minims
absoluts.
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En linterval (—o, 1) és convexa i és con-
cava en (1, + =), no té cap punt d’inflexié.
El recorregut és R, = R - (1, 9), no és
simétrica ni respecte de I'eix d’ordenades
ni respecte de I'origen. No hi ha ni maxim
ni minim absoluts.

A partir de les grafiques dibuixades, infor-
ma sobre la concavitat, els punts d’inflexio,
les simetries, el recorregut i els maxims i
minims absoluts de cada funcio.

25. Dibuixa la grafica de les funcions segiients:
a) f(x) =x*-4x

D;=R. Es una funcié polindmica, per tant no
té cap tipus d’asimptota.
x4-4x=0->x=0,x= E/Z; talla els eixos
en l'origen i en el punt (3/4,0)
f'X)=4x3 -4, f'X)=0>54x3-4=0>
—>x=1

f"(x) =12x2, f"(1) = 12 > 0 — en el punt
(1, =3) hi ha un minim.

-1
b) fx)= ==

D; =R - {0}
Iirr?)XT_‘| = — |'eix d’ordenades és una
asimptota vertical.

. ox-1 4 .
lim——=1— larecta y =1 és una asimp-

X0 X
tota horitzontal. No en té d’obliqles.

fix) =0 — x =1, talla I'eix d’abscisses en el
punt (1,0)

x = 0eD; — no talla l'eix d’ordenades

f(x) = 1/x2, no té cap punt estacionari. Com
que f(x) > 0, VxeDy; la funcié és creixent en

tot el seu domini.

26. Observa la grafica de la funcio (fig. 4.28) i
dona tota la informacié possible de la fun-
cio.

i
i
/, 0 '
., Ll 1
/| i

W i . X=a
W, 4 '

La recta y = x és una asimptota obliqua, les
rectes x = —a i x = a sén asimptotes verticals.
En el punt x = —b hi ha un maxim relatiu, en
x =0 hi ha un punt d'inflexié de tangent horitzon-
talien x = b hi ha un minim relatiu. Talla els eixos
de coordenades en I'origen, el domini i el recorre-
gut sén D;= R - {-a, a} i R;= R respectivament.
Es una funcié imparella, ja que la grafica és si-
meétrica respecte de lorigen, no té ni maxim
ni minim absoluts. Es creixent en (-, —b),
(-a, a)i (b, + x), i és decreixent en (-b, —a) i
(a, b), és convexa en (—», —a) i (-a, 0) i és con-
cavaen (0, a)i (a, + ).

27. En I’exemple 6, troba el maxim a partir de la
variable y.
x = 30 — (32)y = fly) = (-3/2)y2 — 20y +
+17 000 — f'(y) = -3y - 20
f'(y) =0 — y=-20/3¢[0,20)
Peray=0—f(0)=17000cm2 Peray=20—
— f(20) = 16 000 cm2.
La solucio és y =0 — x = 30 cm.

28. Resol I’exemple 7 a partir de la variable r.

A=nr2+ c?
1-2nr
4

1—2nrj2 , A—4nr+4n?r?

2nr+4c=1->c=

16

_ 4(4n+7°)r* —4nr +1
16

L O I N
=4 IP—4nr+ g > polinomica de 2n
grau on a > 0, per tant tindra un minim.

47+ 1 1
r-—mn

2 4
4THﬂZr—l =0>n= m
2 4" " 812n

Per construir la circumferéncia es necessita:

A:nr2+(

f(r)

F'(r) =

F(n=0-
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29.

30.

31.

32,

_ 2n T _
8+2n_8+2n_4+n70’44m_44cm

La resta de filferro 1 — 0,44 = 0,56 m = 56 cm
sera per construir el quadrat.

2nr=2n

Descompon el nombre 36 en dos sumands,
tals que el seu producte sigui maxim.

f(x) = x(36 — x) = 36x — x2, funcidé que té un
maxim.
f'(x)=36-2x;f'(x)=0 > x = 18.

De tots els triangles rectangles amb hipote-
nusa igual a 9 cm, calcula el d’area més
gran.
S=xyRix2+)2=81—>y= +81-x".
_ xy81-x*  \81x% —x*
2 2

81-2x>
_) —_—

2/81-x?
f'x)=0>81-2x2=0—>x2=812 > x =
=9/42 cm

f(x)

- F'(x) =

S/ + 0 -

f / \

' —00 i +00
V2

El valor x = 9/\/5 cm maximitza I'area del trian-
gle.

f9/2) = 81/4 cm2.

Demostra que de tots els rectangles de peri-
metre 4p, el que té area maxima és el qua-
drat de costat p.

L’area del quadrat de costat p és S, = p2.

L’area d’'un rectangle de perimetre 4p és
S,=(2p-q) g =2pq — g2 com que (g9 — p)? >0
2> q2-2pq+p2>0->p2>2pq-q¢2—> S,> S,

El perimetre d’un rectangle és de 4m. Els
seus costats se substitueixen per semicir-
cumferéncies exteriors, tal com indica el
dibuix (fig. 4.31). Troba les dimensions del
rectangle que facin que la superficie de la
nova figura sigui minima. Calcula aquesta
superficie minima.

2x: costat gran del rectangle

2y: costat petit del rectangle
dx+4y=4>5x+y=1->5y=1-x

S=2x 2y +nx2+ ny2=4xy + n(x2 + y2) =
=4x(1 = x)+ n[x2 + (1 = x)2] =4x —4x2 +
+r(x2+1—2x+ x2)=4x —4x2 +
+(2x2-2x+1)=2n—-4)x2+ (4 -2n)x + 1
S>fX)=2n—-4)x2+ (4 -2n)x+ 71

és una funcié polinomica de 2n grau, on a > 0
— tindra un minim.

f'x)=22n—-4)x+4-2n
f'x)=0>22n—-4)x+4-21=0—->22r—-4)x=

1
=2t-4->x=-m
1 1
y—1—x—1—§—§m
S =4xy + (X2+ 2):4.1.1+ (1_{_1]
yrmxery 2 27" 4"
1 2+T
= —1 = 2
1+2n 5 m

Acabem

1. Dibuixa la grafica de la funcio f(x) = |x2 - x|.

Estudia la continuitat i la derivabilitat en els
punts x=0ix=1.

En els punts x =0i x = 1 la funcié és continua,
perd no derivable.

. Dibuixa, en cada cas, la grafica d’una funcioé

que tingui una discontinuitat asimptotica en
un punt, i que en aquest punt:

a) En canvii el creixement, pero no la con-
cavitat.

Respostes obertes, per exemple:
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3.

AN

0 X

b) En canvii la concavitat, pero no el creixe-
ment.

Respostes obertes, per exemple:

y

0

\
\
\
\
\
\
\
\
\
la X
\
\
\
\
\
\
\
|

Dibuixa la grafica d’'una funcié que sigui
continua en tots els reals i que tingui un
punt x = x, on canvii el creixement i la con-

cavitat de la funcié. En aquest punt és deri-
vable la funcié? Raona la resposta.

Resposta oberta, per exemple:

y

7

En el punt x = x, la funcié no és derivable, ja

que en aquest punt no existeix una Unica recta
tangent a la grafica.

Tenim una funcié f(x) de la qual sabem que
la seva derivada és positiva en tot x = 2 i
s’anulla en x = 2, tal com indica la figura
(fig. 4.32). Que pots dir de la funcio f(x) en el
punt x = 2? Tindra en aquest punt un
maxim, un minim, un punt d’inflexié? Raona
detalladament la resposta.

. J&)

En el punt x = 2 hi ha un punt d’inflexié de tan-
gent horitzontal; ja que f'(x) > 0 VxeDyi x # 2,
per tant no canvia el naixement en el punt x =
=2, totiquef'(2)=0.

. Sabem que la grafica de la derivada f(x)

d’una funcio f(x) és el que mostra el dibuix
(fig. 4.33), s’anul'laen x =1, x=2i x = 3.
Digues quins valors de x corresponen a
minims relatius de f(x). Explica el perqué de
la teva resposta.

v J@)

O W x

En el punt x = 1 la funcié f'(x) s’anul-la i passa
de positiva a negativa, per tant la funcié f(x)
passa de creixent a decreixent, aleshores en
x =1 hi ha un maxim.

En el punt x = 0 també s’anul-la f'(x), perd no
canvia de signe, continua sent negativa, per
tant la funcié f(x) és decreixent en aquest punt,
aleshores en x = 0 hi ha un punt d’inflexié de
tangent horitzontal.

En el punt x = 3 tenim que 7'(3) = 0, i la deriva-
da passa de negativa a positiva, la funcid f(x)
passa de decreixent a creixent, aleshores en
x = 3 hi ha un minim.

. Tenim una funcié derivable f(x) definida per

a x > 0, de la qual sabem que la seva grafica
és el que s’indica (fig. 4.34), I'eix d’ordena-
des és asimptota vertical, la recta y = x és
asimptota obliqua i t¢ un minim en el punt
x = 1. Fes un esquema senzill de la grafica
de la funcio F(x) tot explicant raonadament
la resposta.
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Sigui f(x) una funcié derivable en tots els
reals.

a) Si sabem que f(a) = 0, pots afirmar que
f(x) té necessariament un maxim o un
minim relatiu en el punt x = a?

No, ja que també podria ser un punt d’infle-
xi6 de tangent horitzontal.

b) Sisabem que la derivada de f(x) és nega-
tiva en tots els punts x < a i positiva en
tots els punts x > a, pots afirmar que f(x)
té necessariament un minim relatiu en el
punt x = a?

Si, ja que en ser derivable també és conti-
nua, i aixo fa que necessariament en x = a
hi hagi un minim relatiu.

. Calcula el valor de k per tal que:

a) La funcié f(x) = x e~*x tingui un maxim o
un minim relatiu en el punt x = 1.
f'(x) = e (1 — kx)
f'M=0->e*(1-k)=0>1-k=0->k=1

2

b) La funcié f(x)= 5 tingui limit 2

2x
(kx +1)
quan x —> +o.

. 2x2 2
i 1f ke kES2o k=1
k=41

c) La funcié f(x) = In (kx2 + 1) sigui creixent
enx=1.

10.

11.

12.

Frix) = 2kx.f|1 0 2k 0
W)= o T)>02 375 >0-
k<-10k>0

Raona la certesa o la falsedat de les afirma-
cions segiients:

a) Dues funcions amb idéntica funcié deri-
vada sén necessariament idéntiques.

Fals, per exemple f(x) = x2 i g(x) = x2 + 2
tenen la mateixa funcié derivada i en canvi
son diferents.

b) Lafuncid f(x) = 2x + cos x és sempre crei-
xent.

Veritat, ja que f'(x) = 2 — sinx és sempre
positiva; perqué sinx<1<2 —>2-sinx>0

c) La funcié f(x) = 4x — sin x no té cap punt
estacionari.

Veritat, ja que f'(x) = 4 — cos x no s’anul-la
per cap valor de x, perqué cos x # 4 VxeR

Determina els coeficients a i b de la funcié
segiient f(x) = x3 + ax2 + bx, sabent que can-
via de concava a convexa en el punt x =11
que la recta tangent al grafic de la funcié en
aquest mateix punt és horitzontal.

f'(x)=3x2+2ax+b—>f"(x)=6x +2a
f"1)=0—>6+2a=0—>a=-3
f1)=0—>3+2a+b=0—->3-6+b=0—>
b=3

fix) = x3 = 3x2 + 3x

Determina els coeficients a i b de la funcié
seglient fix) = ax2 + bx + 2, sabent que la
recta tangent al grafic en el punt x=1 és la
recta y = —2x.

f'lM)=-2—>2a+b=-2
f1)=—2—>a+b+2=-2—>a+b=-4
a=2,b=-6—>f(x)=2x2-6x+2

Determina quins sén els coeficients a, b i ¢
de la funcié f(x) = ax3 + bx2+ cx per tal que
aquesta funcié tingui un maxim relatiu en
x =0, un minim relatiu en x =1 i compleixi la

1
condicié f(1) = - >
f'0)=0—->c=0

f(1)=0>3a+2b+c=0->3a+2b=0
f1)=—=12 >a+b+c=-12 >a+b=-1/2

Dons’obté quea=1,b=-3/2 >
fix) = x3 = (3/2)x2
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13.

14.

15.

X

, indica el seu
X

Donada la funcié f(x) = Ie
n

domini, els limits perax > 0ix > o, iles
asimptotes. Raona detalladament tot el que
fas.

D;=R* - {1} > larecta x = 1 és una asimptota
vertical.

lim f(x) = 0, lim f(x) = + co.

x—0* X—>+0

Considerant la funcio f(x) = —x3 + 3x2, troba
I’equacioé de la recta tangent al grafic en el
punt d’inflexié.

f'(x)=-3x2+6x > f"(x)=-6x+6
f'"x)=0—> 6x+6=0—>x=1

m=f'(1)=3 y-2=3(x-1)—>

Yo =f(1)=2 —>P(1,2)} —>y=3x-1

Dibuixa la grafica de les funcions segiients:

4x -12

9= oy

D;=R-{2},lesrectes x=2iy=0s6n una
asimptota vertical i una asimptota horitzontal,
respectivament. Talla els eixos en els punts
(3,0)i(0,=3), i té un maxim en el punt (4, 1),
ja que és decreixent en (-, 2) i (4, + ), i
creixent en (2, 4).

|
\
|
\
|
|

|

| |

0 2] /3 4 X

|
\ ‘
,3 ‘
\
|
\
|
|

x3

(x +1?

b) fix) =

D;=R - {-1}, la recta x = —1 és una asimp-
tota vertical, no en té d’horitzontals i la recta
y = x—2 n’és una d’obliqua. Passa per l'ori-
gen de coordenades, els punts estacionaris
sén x = -3 i x =0, i com que és creixent en
els intervals (-, =3) i (-1, + «), i decreixent
en (-3, —1), fa que en (-3, —27/4) hi hagi un
minim i en l'origen un punt d’inflexié de tan-
gent horitzontal.

- T-27/4

O = X 3x°

En ser una funcié polindmica, no té cap
tipus d’asimptotes. Talla els eixos en els
punts (0,0) i (3,0). Els valors que anul-len la
derivadasén x=0ix =2, enel punt (0,0) la
funcié presenta un minim i en (2,4/3) un
maxim, ja que és decreixent en (—»,0) i
(2, + o) i és creixent en (0,2).

y

d) fix)=x3-3x

D; =R, no té asimptotes de cap tipus, talla els
eixos en (—/3,0), (0,0 i (+/3,0). Té un maxim
relatiu en (-1, —=2) i un minim relatiu en el punt

(=2,1), ja que és creixent en (-0, —=1) i (1, + ©),
i decreixent en (-1,1).

NyE s
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e) fix) =

N fix) =

x?+2x

x-2

D;=R - {2}, la recta x = 2 és una asimpto-
ta vertical, no en té d’horitzontals i la recta
y = X + 4 és una asimptota obliqua. Passa
pels punts (—=2,0) i (0,0), els valors x = 2 +

+ 2+/2 anul-len la primera derivada, és crei-
xent en (o, 2 — 24/2) i (2 + 242, + ), i
decreixent en els intervals (2 — 2\/5,2) i

(2,2 + 24/2), per tant en el punt x = 2 — 2+/2
la funcié presenta un maxim i en x = 2 +

+2+/2 un minim.

8
x* -4

El domini és D; = R — {-2, 2}, les rectes
x = =2 i x = 2 s6n asimptotes verticals, la
recta y = 0 és una asimptota horitzontal. Té
un maxim relatiu en el punt (0, =2) i no té cap
minim relatiu, ja que és creixent en els inter-
vals (-, =2) i (-2, 0), i és decreixent en
(0,2)i(2, + ).

_o.2
g) fx)=x*+

h) f(x) =

D; = R - {0}, l'eix d’ordenades és una
asimptota vertical, no en té d’horitzontals ni
d’obliqles. Talla I'eix d’abscisses en el punt
(—3/5, 0), en x = 1 hi ha un punt estaciona-
ri, que resulta ser un minim ja que és decrei-
xent en (—o, 0)i (0, 1) i creixent en (1, + ).

y

5

3

x? -1

D;=R—-{-1,1}, lesrectes x=—-1ix=1sbn
asimptotes verticals, la recta y = x és una
asimptota obliqua. Té un maxim i un minim
relatius en x = —/3 ien x = /3 respectiva-
ment, el punt (0, 0) és un punt d’inflexié de
tangent horitzontal, ja que és creixent en
(=0, —/3) i (\/3, + ) i decreixent en (—/3,
=), (-1, 1)i (1, ¥/3).

x=-1 x=1
1y |
‘ | Y =X
| [ y
| \ 7
\ N~
\ I/
\ 1
A x
—11 /] T
Vol
pd \
o [
. \ \
y \ |
. \ \
| |
fix) xe”*
X) =
x+4
D= R — {—4}, la recta x = —4 és una

asimptota vertical, no en té d’horitzontals ni
d’obliques. Talla els eixos en l'origen, té un
punt estacionari en x = -2, com que és crei-
xent en tot el seu domini, fa que en el punt
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(-2, —e—2.) hi hagi un punt d’inflexié6 de tan- ©, 0) i (\/g’ 0), t& un maxim relatiu en
gent horitzontal. (=1, =2) i un minim relatiu en el punt (-2, 1),
vo 4 el punt (0, 0) és un punt d’inflexié. Es simé-

y trica respecte de l'origen, és creixent en
(=0, =1) i (1, + ), decreixent en (-1, 1), és

convexa en (—o, 0) i concava en (0, + ).

R:= R no hi ha ni maxim ni minim absoluts.

[

|

[

|

[

|

| f) El domini és D; = R — {-2, 2}, les rectes
: -2 X = =2 i x = 2 sobn asimptotes verticals, la
[

[

|

[

|

[

L X recta y = 0 és una asimptota horitzontal. Té
un maxim relatiu en el punt (0, —2), no té cap
minim relatiu ni cap punt d’inflexié. Es crei-
xent en els intervals (-, =2) i (-2, 0), i és
decreixent en (0, 2) i (2, + «), és concava

en (-o, —=2) i (2, + «) i convexa en linterval

4
J) fix)= X +3 (=2, 2). Es simétrica respecte de I'eix d’orde-
x nades, el recorregut és R;= R, no hi ha cap
D, =R - {0}, l'eix OY és una asimptota ver- maxim ni cap minim absoluts.
tical, no n’hi ha de cap meés tipus. No talla h) D;=R —{-1, 1}, les rectes x =—1 i x = 1 s6n

els eixos en cap punt, f '(x) s’anul'la en
x =11, en el punt (-1, —4) hi ha un maxim i
en (1, 4) un minim, ja que és creixent en
(o, =1) i (1, + ), i decreixent en (-1, 0) i relatius en x = —/3 i en x = /3 respectiva-
(0, 1). ment, el punt (0, 0) és un punt d'inflexié de tan-

asimptotes verticals, la recta y = x és una
asimptota obliqua. Té un maxim i un minim

gent horitzontal, és creixent en (—x, -3 )i
(\/3, + ) i decreixent en (—/3, =1), (-1, 1) i
(1, \/5), €s convexa en (—fuo, -1)i (0, 1)icon-
41 cavaen (-1, 0)i (1, + ). Es simétrica respec-

te de l'origen, el recorregut és R;=R, no té cap
maxim ni cap minim absoluts.

—1 0 X

17. Calcula els intervals de creixement i de de-
‘ creixement, els maxims i els minims de la

14 funcio segiient:

f(x) = x* .00
Després fes un esquema senzill del grafic.

16. A partir de la grafica, déna tota la informa- _ES creixent en els intervals (—o, =2 000) i (0, + ),
d, fi h de I’exercici anterior. x=-2000i x = 0 son respectivament un maxim

i un minim.
a) D;=R - {2}, lesrectes x=2iy=0s6n una
asimptota vertical i una asimptota horitzon-
tal respectivament. Talla els eixos en els
punts (3, 0) i (0, =3), t& un maxim absolut en
el punt (4, 1) i presenta un punt d’inflexié en
x = 5. Es decreixent en (—o, 2) i (4, + =),
creixent en (2, 4), és convexa en (-, 2) i 2000 0 X
(2, 5) i concava en (5, + «©). No és simétrica
ni respecte de I'eix d’ordenades ni respecte

de l'origen, el recorregut €s R; = (=, 1). 18. Considera la funcié segiient: f(x) = In1000x
d) D; = R, talla I'eix d’abscisses en (-3, 0), per a x > 0. Troba els valors de x tals que
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19.

20.

21.

f(x) = 0. Després fes un esquema senzill de
la grafica de f(x), i explica-ho.

1-In10 000x
f'(x)= Lz f'x)=0—>1-1In1000x =
=0—>In1000x=1—->1000x=¢e —>
x =e/1 000 — f(e/1 000) = 1 000/e.

En x = e/1 000 la funcié passa de creixent a
decreixent, per tant hi ha un maxim en el punt
(e/1 000, 1 000/e)

Fes un esquema senzill de la grafica de la
funcié f(x) = ex + ex que posi en evidéncia
els limits quan x — « i els possibles maxims
i minims. Explica raonadament tot el que
fas.

lim (ex+e>)=+w
X—>w

f'x)=eX—e*f'x) =0 >ex—ex=0—>ex=
=1-52x=0->x=0->f0)=2

En el punt (0,2) hi ha un minim ja que la funcié
és decreixent en linterval (—o, 0) i creixent en

(0, + )
\y/
2

Troba dos nombres positius que sumant 30
tinguin minima la suma dels seus quadrats.

La funcié que cal optimitzar és f(x) = x2 + (30 —
— x)2 = 2x2 - 60x + 900

f'(x)=4x-60, f'(x) =0 > x = 15 és la solucio,
ja que minimitza la funcié f(x).

La suma de totes les arestes d’un prisma
recte de base quadrada és 36 cm. Calcula
les dimensions del prisma perqué tingui vo-
lum maxim.

Considerem x el costat del quadrat de la base i
y l'altura del prisma, tenim que:

8x+4y=36 > y=9-2x

22.

23.

24.

V=x2y - fix) =x2(9 —2x) = 9x2 - 2x3 —> f'(x) =
=18x-6x2, f'(x)=0>x=0,x=3

Per a x = 0 déna volum minim, i per a x = 3 el
déna maxim, per tant les dimensions del pris-
ma sén x =y =3 cm.

Es vol construir un recipient cilindric, amb
tapa, de volum 100 m3. Quines han de ser
les seves dimensions perqué s’utilitzi la
minima quantitat de material?

r: radi de la base, h: algada del cilindre
tr’h=100m* > h :@
r
S =2nrh+2nr? = 2nr@+2nr2 = @+ 2nr?
nr r
f(r)= 200 o2 f'(r)y=-
r

f'(r):Oa—@+4nr:0—>r:3/@ m
r

I

200

S +4nr
r

f"(r):@ﬂm
r

o [0 ) _ 400
%) 50

T

h:@:

+4n=12n >0 és un minim.

100 400
3—— m

nr? (50 jZ T
3| —
T
Entre tots els cilindres rectes de base circular

i d’area total 61 m?, troba les dimensions del
que té volum maxim i calcula aquest volum.

r: radi de la base, h: algada del cilindre
6n —27r? B 3-r?
2nrr

2nrh + 2n2 =6am2 - h =

3_ 2
V =nrzh = nr?

=73 —1r2) =3nr—nrd

f(r) = 3nr—mrd — f'(r) = 3n — 3nr2
f'N=3nr-3t2=0->r2=1->r=1m
f"(r) = —6nr, f"(1) = —61 < 0 — és un maxim
3-r%
=
V = nr2h = 2n m3 és el volum maxim

h= 2m

Troba les dimensions del triangle isosceles
d’area maxima, inscrit en una circumferéncia
de radi 10 dm. Calcula aquesta area maxima.

N
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25.

Emprant les variables x, y del dibuix, tenim

x> +y*=10®> > y =100 - x*

S:w:m +y) = x(10 +4100 —x?) -

=10x + x+/100 = x2 =10x +4100x2% —x*
f(x)=10x +v100x% — x*

Flx)=10+ 200x —4x° _ 10 4 2x(100 -2x?
24/100x* - x* 2x~/100 —x?
_10,.100-2x"
V100 - x2
2
Fx)=0 51042922 4,y 53 dm

V100 - x2

() =10+ 2.0 > f(x)

o9

és creixent en x <5J§

£(9) =10 --22 <0 > (x)

V19

és creixent en x >53
base: b = 2x =10 +/3 dm

algada: h=10+y=10+ \/m=

=10 + \100-75 =10 + +/25 = 15 dm

1 1
S=5bh=5 104/3 - 15 = 75+/3 dm? és l'area

X= 5J§ €S un maxim

maxima

Una persona transporta un vidre molt prim
per un carrer en forma de L, de manera que
una de les parts del carrer té 4 m d’amplada
i altra, 3 m. Quina sera la longitud maxima
que podra tenir el vidre per poder passar-
hi?

o4

Emprant les variable x, o del dibuix, tenim

tga:§—>x:3tgoc

I=1, + 1, és la longitud del carrer

. X X 3tga 3
sino=——>/,=——=— =
\ sino  sina  cosa
. 4 4
sinao=——>/, =——
I sina
=1L+, = 3 +_L
cosa  sina

26.

27.

4 3sina  4cosa
f(x)= t——f(X)=—F———
cosa sina cos‘o sin“a
3sina  4cosa .
f'(x)=0—> > =0 3sin‘a=
cos“a sin“a
= 4cos3 o
sin® o 4

- ———>tg3a:£—)tga:3i—>oc:47,74°
cos’a 3 3 3

f'(45°) = 2 <0 f(o) decreix per o <47,74°
£1(60°) =63 —g >0 — f(0) neix per o <47,74°

o = 47,74° és un minim per 'amplada del
carrer, per tant sera un maxim per la longitud
del mirall.

[ 3 N 4 _ 3 N 4

cos47,74° sin47,74° 0,6724 0,7401
= 4,46 + 5,40 = 9,86 m = 986 cm és la longitud
maxima que pot tenir el mirall

Considera una piramide recta que té per ba-
se un hexagon regular d’1 cm de costat. L’al-
tura d’aquesta piramide mesura també 1 cm.
Digues a quina distancia de la base s’ha de
situar un punt P sobre I’altura per tal que la
suma de les distancies de P als vertexs de
la piramide sigui minima.

f(x)=6vx*+1+1-x
6 2x 4o 6x 1
2x% +1 Vx? +1

bx -1=0 5 6x =Vx* +1

£(x)

Fi(x)=0 -
Vx? +1
1
36x2=x2+1->35x>=1—>x =——cm
V35
f'(0,1) <0 — f(x) decreix perx<% 1
X =—
f'(0,2) >0 — f(x) creix per x > ! V35
J35

és un minim.
1
El punt P s’ha de situar a —— cm del centre
P J35

de la base.

Un triangle isosceles de perimetre 27 cm gira
al voltant de la seva altura, i engendra un con.
Calcula la base del triangle perqué el con
generat tingui volum maxim, i determina’l.
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27 -2y

2x+2y =27cm > X = >

1 1
V= —1v2h = —qv2Jx2 —y2 =
375}’ 37Ty y

AL f2r-2yY L,

Lo (52

=%ny21/729—108 =%n1/729y4—108y5
f(y):g\/729y4 -108y° —

_ m486y —90y?

6 f81-12y

486
fy)=0>y=——=54cm
(y) Y=o

- f(y)

f'(5)>0—f(y)
creixen y <54
f'(6)<0 —f(y)
decreixen y > 5,4

y =5,4 és un maxim

b=2y=2-54=10,8 cm és la base del cilin-
dre

V =£(5,4) = gﬁzg 5,4 -108 -5,4° =
= 198,36 cm3

és el volum maxim.

28. Hem de construir un parterre en forma de
sector circular amb perimetre de 20 m.
Calcula el radi del sector per tal d’obtenir-lo
d’area maxima.

X

<>

2r+x=20m —>x=20-2r
S:x_r: (20-2r)r
2 2
f(r) = 10r — r2 — tindra un maxim
f(nn=10-2r,f'r)=0->10-2r=0—>
r=5cm

=(10-r)r =10r -r?

29. Quin perimetre minim pot tenir un sector
circular de 25 m2 d’area?

X

<

£=25m2—>x=@
2 r

P:2r+x:2r+@
r

30.

31.

f(r):2r+@—>f’(r):2—2
r r

F(r=052-2-0 512225 5r=5m
r

fr(r) = @ f'(5) = % >0 — és un minim
r

P:f(5):2-5+%:20m

és el perimetre minin

Troba els punts de la grafica de la funcio
y2 = 4x, tals que la distancia al punt (4, 0)
sigui minima. Calcula aquesta distancia.

y2:4x—)y=m=2\/;—)P(X, 2&), Q(4! 0)

d(P, Q) = [QP| = (x —4) +(2Jx)? =

=Vx? —8x+16+4x = Jx? —4x +16
f(ix) = Nx* —4x+16 - f'(x) =

f'(x)=0—>x=2—>y=i2x/§

X-2

\x? —4x+16;

En x = 2, f'(x) passa de negativa a positiva, per
tant la funcié f(x) passa de decreixent a crei-
xent, en el punt x = 2 la funcié presenta un
minim.

Els punts solucié del problema soén

P,(2, =2~/2) i Py(2, 2+/2).

Considera un diposit constituit per una se-
miesfera de radi r a la qual s’ha afegit un ci-
lindre circular del mateix radi r i d’altura h, tal
com s’indica en la figura 4.35. Calculari h
de manera que I'area total de les parets i de
la tapa sigui de 5 m2 i tingui volum maxim.

2nrh + nr2 + 2nr2 =5 > 2nrh + 3n2 =5 >

b 5-3nr?
2nr
_ 2
V=nrth 2t = 2200 2 s
3 2nr
I B PR
2 3 6
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32,

33.

34.

f(r):ér—énr3 —f'(r) :E—Enr2
2 6 2 2

5 5 1
fi(N=0->=-=a?=0->5r’=—>r=—m
(r) —>2 27r - n—) N

1
f'(ry=-5nr, f'"| — |=-5/n<0—>
" #)
€s un maxim.
1
P L T
Tc.i
N

Troba el punt de la parabola y = 2x2 que esta
més a prop del punt (9, 0).

y = 2x2 - P(x,2x2) és un punt de la parabola
Q(9,0); PQ = (9-x,-2x%)
PQ| = (9-x)7 +(-2x%) = J81-18x + x* + 4x°
f(x)=81-18x + x* + 4x*
-9+ x+8x°

_x/81—18x+x2+4x4’
8x3+x-9=0->x=1

£(x)

f'x)=0—->

f'0)=-1<0 >
— f(x) creix en x <1
57 x =1és un minim
f2)=—>0—>
@ V113

— f(x) decreix en x >1
Six=1->y=2x2=2 - P(1,2)

Calcula els punts de la grafica de la funcié

segiient f(x)=1 1
+

o en qué la tangent té

pendent maxim.

-2x o) = £ _ 6x*-2
(1+X2)2_)g(x)_ (X)_(1+X2)3
gX)=0->6x2—2=0—>x=+1-/3.Enx=

= —1/+/3 hi ha un maxim de g(x), y = f{~1/+/3) =
= 3/4, el punt de la grafica que doéna la solucié

al problema és P(—1/\/§, 3/4).

gx)=f'(x)=

Entre totes les rectes que sén tangents a la
grafica de la funcio f(x) = tg x, on x esta

B T T . ..
situada entre SETEY escriu I’equacioé de la
i

que té pendent minim.

. 1 . 2sin x
g(x)=f'(x)=———>9'(x) =——
cos? x cos’x

gdx)=0—>2sinx=0—>sinx=0—>x=0

g '(—%) <0 —> g(x) decreix

T
en ——<x<0 .
2 x =0ésun

g'(%) >0 — g(x) creix minim de g(x)

'
en0<x<—
2

m=g(0)=1 B
y, =£(0)=0 - 0(0,0)[ =~

35. Considera un triangle rectangle, de vértexs

(0,0),(x, 0)i(x,y),ambx>0iy>0,iamb
el vértex (x, y) sobre I'el-lipse d’equacié
x2 + 2y2 = 2, tal com s’indica en la figura
4.36. Troba el punt (x, y) que fa que el trian-
gle rectangle tingui area maxima.

y

(xy)

X?+2y* =2 > x=42-2y"

1 1 1
S=oxy=—y2-2y% =—J2y? —2y*
X 2y\/ y 2\/}/ y

2

1 , 1-2
fly)==2y? —2y* >F(y) =—2L—

2 2-2y?
1
fy)=0>1-2y’=0>y=—
¥) y y A
f'(0)>0—
1
f(x) creixen y < —
() Y V2 1, .
y = —= és un maxim
f'(0,8) <0 —» 2

f(x) decreixen y < 1

V2
x=+2-2y% = 2—2-%:1—>P[1,%j

36. Quina és I’area més gran que pot tenir un

rectangle de costats paral-lels als eixos de
coordenades inscrit a I'el-lipse d’equacié
4x2 + y2=1?

4x* +y? =15 y =J1-4x?
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S =2x-2y = 4xy = 4x1—-4x* = 4/x> —4x*

4(1 8x?)
f(x)=4Vx*> —4x* >f'(x) =
\/1 43
f'(x)=0—>1-8x>=0 > x = +—:J_r—
B 22
f'(0)>0—f(x)
. 1
creixen x < ——
242 1, "
X = —— és un maxim
f'(0,4) <0 — f(x) 22
decreix enx>L
2.2
y =+1-4x* / g
S =4x 4—-——1eslareamaX|ma
Y =002 2

37. Laresisténcia de flexié d’una biga de seccié

38.

rectangular és directament proporcional a
la base i directament proporcional, també,
al quadrat de [Paltura d’aquesta seccid.
Calcula les dimensions que ha de tenir la
seccio rectangular d’una biga fabricada a
partir del tronc cilindric d’un arbre que fa un
metre de diametre per tal que tingui una
resisténcia de flexi6 maxima.

X: base, y: altura
X2+y2:1m2_)y2=1_x2
R = kxy? = kx(1 — x2) = kx — kx3

f(X) = kx — kx® — F'(x) = k — 3kx?
1
f'(x)=0 >k -3kx* =0 > x =—
V3
1 6k
f'(x)=-6kx, f'"l—|= <0 >
. %)%

és un maxim

i

base: x = 1 m, alcada: y = \fm
N& 3

La trajectoria d’un projectil disparat per un
cand d’artilleria situat a I’origen de coorde-
nades és la parabola f(x) = —k(1 + tg2 a)x2 +
+ (tg a)x, on k és una constant positiva que
depén de les caracteristiques del cané, i o
és I'angle que formen I’eix de les x positives
i el cané. L’angle o se suposa comprés
entre 0 i 90 graus, tal com indica el dibuix
(fig. 4.37). Calcula I'angle o per al qual la
parabola anterior talla I'eix de les x positi-
ves al més lluny possible de I'origen.

39.

fxX)=0—> k(1 +tg2 a)x2+x-tga=0—
X[-k(1 +tg2 a)x +tga] =0

x =0 — 0(0,0), l'altre punt, el que interessa és:

tga
— 2 = =— &
k(1 +tg2a)x+tga=0—> x k(1+tgza)esel
que cal optimitzar
_ fga vy k(1-tg®a)
9= gt 9 " g
g(@)=0>1-tg2a=0->tga=1— a=45°

g'(30°) >0 — g(a) creix

en o < 45° o =45° és un
g'(60°) <0 — g(a) decreix | maxim de g(a)
en a > 45°

Per tal d’il-luminar una taula circular d’un
metre de radi, volem penjar del sostre de
I’habitacié un llum situat en la vertical del
centre de la taula i que enfoqui cap avall.
Digues a quina algada hem de situar aquest
llum respecte a la taula per tal que els punts
de la seva vora tinguin una il-luminacié
maxima. Si designem com a L el llum, que
se suposa puntual, i com a P un punt qual-
sevol de la taula, tal com indica el dibuix
(fig. 4.38), la il-luminacié I del punt P és
donada per

on K és una constant que depén de les
caracteristiques del llum, d és la distancia
entre Pi L, ia és I'angle entre PL i la verti-
cal.

cosa

hid  h
R
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2 2
d -1 S F(d) =k 3-2d

f(d) =k

a d*\d? -1
f'(d)y=0—->3-2d*=0 »d? :%ad:\/gm
f'(1,2)>0 >
f(d) creixen d < \E 3
£(13) <0 — 2 d= > és un maxim
f(d) decreix en d > %

3 1 1
h=vd*-1=,/=-1=,|-=—m
2 2 2
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