SOLUCIONARI Unitat 6

Comencem

Considera un triangle rectangle de catets 3
cm i 4 cm respectivament. Calcula’n I'area.
Situa en una referéncia cartesiana el triangle
rectangle de manera que el vértex de I’angle
recte coincideixi amb I'origen de coordena-
des i els catets amb els semieixos positius,
respectivament. Aplica el procediment que
hem utilitzat abans: troba una primitiva de la
funcio que té per grafica la recta que conté la
hipotenusa. Comprova que obtens el mateix
resultat.

Area del triangle % =6cm?
Equacié de la recta AB: y = —%x +3=1(x)

F(x)=- +3x

2
42
2

F(4)-F(0)=-6+12=6

Obteniu el mateix resultat.

Exercicis

1. Representa graficament la funcio fix) = — x2 +
+ 8x en linterval [0, 4]. Calcula les sumes
inferior i superior per estimar I'area sota la
corba en aquest interval. Pots prendre n = 8.

4

f(x) = —x2 + 8x
S = %{f(O)+f(%j+f(1)+f£%j+f(2)+f[§}+

7 77

S, = %{f{%)+f(1)+f[%]+f(2)+f[g]+f(3)+

+f(%}+f(4)} = %

Una estimacié es la mitjana d’aquests valors:

:8—5u2
2

A

. Calcula, en l’interval [0, 4], I’area sota la

grafica de la funcié f(x) = — x + 5. Fes-ne una
grafica i justifica per qué pots calcular
exactament aquesta area.

fixy=-x+5
N
A=22 11_ 28 500
T 2 2

. Considera la funcio:

2
X
f(x)=—+1
(x) 2
de I’exemple 1. Fes una particio de I’'interval
[0, 3] en 12 subintervals. Calcula la suma de
les arees inferior i superior.

Comprova que I’estimacié feta abans és co-
rrecta.

S = %{f(O)Jrf(%j+f(%j+f(%j+f(1)+
+f£§j+f(§j+f(zj+f(2)+f(g]+f[§]+
4 2 4 4 2
+f(ﬂﬂ =6,95
4
S = 1{f(lj+f[lj+f(§j+f(1)+f(§)+
41 \ 4 2 4 4
+f(§j+f£ZJ+f(2)+f[gj+f(§j+f(uj+
2 4 4 2 4
+f(3)}: 8,32

La mitjana de les dues sumes és: A=7,635 u2.
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4.

Representa graficament la funcio segiient:
fi(x) = —ex. Expressa la integral definida de
f(x) en l'interval [0, 1]. Encara que no po-

dem calcular la integral _[:—e"dx, coincideix

aquesta integral amb I’area entre la corba i
I’eix OX en el mateix interval? Raona la teva
resposta.

JORES

f(x) = —ex

—-e* <0Vx eR il'area no coincideix amb la in-
tegral.

Utilitza les propietats lineals c) i d) de la in-
tegral definida per expressar

2
f[3x3 +x——2]dx
3 5
com a suma d’integrals.
2
E[3x2 +X——2jdx = 3.[3x3dx +
5 3
1 2 3
+§ij dx—Zde =0
Totes les integrals son zero per tenira = b =3.

, .. dx . .
L’expressio , hoésuna integral, enca-
-1 X

ra que ho sembli. Explica el perqué d’a-
questa afirmacié.

La funcié f(x) = 1 no és continua a [-1,1] i per
X
tant, no existeix la integral en aquest interval.

Raona la certesa o no de cadascuna de les
sumes segiients:

a) _szzdx + I:xzdx + J':x %dx = J':x dx

La igualtat és falsa. Cada una de les inte-
grals sumants és 0 i la suma diferent de 0.

b) _‘;zxzdx + Exzdx + _[:x %dx = J':x dx

La igualtat és certa. El primer sumant és O,

pero els altres dos corresponen a intervals
consecutius com el de la integral suma.

8. Troba la derivada de cadascuna de les fun-

cions segiients:

F(x)= [(£*-5t)dt . G(x)= [ 3t%t,

dt
t? +1

H(x) = Lxcosztdt i J(x)= r

La derivada de cada funcio és la funcié a inte-
grar. N’hi ha prou en canviar la ¢ per x.

F'(x)=x>-5x; G'(x) =3x% H'(x) =cos %x;

1
J'(x) =
(x) x2 +1

. Calcula les integrals segiients:

a) [[(x+1)°dx

[ocetpax = {(X”)? T _2187

7 ), 7
d
D [x
d 1
fzz_xx :[—In|2—x|12 ~In4
c) Exze"dx

La primitiva per parts dues vegades:
J'xzexdx :xzeX—Z.[xexdx =
= x? eX—Z[xeX— J.exdx} =x2e*-2xe*+

+2e* =e*(x* -2x+2)

[e(x*-2x+2)T, = 2
-1 e
d) Fnsin2xdx
-2
2 —cos2x I?  —cosm
[‘msln2xdx:[ L/Z = >

e) Etgxdx
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14 14 sinx <14
E tgxdx_.r osxd =[- In|c:osx|]O =

2

= —|nCOS£—(—|nCOSO) =-In—=-0,346
4 2

f J-:sz_,ldx

[ :[1In|x2 —1|T = Tin15 - in3 -
X -1 2 , 2 2

:lln5 =0,8
2

X
o [

= f1x(1+x2)’”2dx =

f X ax
"1+ x?

Traen”™ T s 5
{2 1/2 }1_\5 V2 =0

X3
h ——dx
) -[: x% -1
Cal dividir el numerador pel denorminador:

3

f dx—j[x+ X jdx:[x—er
x% -1 2 x% -1 2

4
In|x? -1
+—| | :8+—|n15— 2+E =
2 2 2
2

10. Calcula j:cos xdx i l’area sota la corba de

la funcié f(x) = cos x dx en P’interval [0, =].
Coincideixen els dos resultats? Raona la
teva resposta.

J:cosxdx = [sinx]: =sint—sin0 =0

A= [: cos xdx + r cos xdx | = [sin x];'?

+[sinx]%,, =1+1=20°

No coincideix els dos resultats ja que en l'inter-

.z f I
val [0, 7] la funcié f(x)=cos x s’anulla a x = 7

11. Expressa i calcula I’area entre la grafica de
la funcié f(x) = (x—-1) (x2— x—6) i I'eix OX.
La funcié talla I'eix 0X en els punts x = -2,
x=1,x=3

A :“_L(x3 —-2x% -5x +6)dx‘+“13(x3—2x2—

x* 2x® 5x? i
-5x +6)dx‘: ——————+6 +
4 3 2 )
x* 2x3 Bx? 1 2 s
T | A Y e s -
4 3 2 4 3 2
—[4 8 40 —12 ‘ ‘——18 Sl 18}

12. Calcula I'area entre la grafica de la funcié
seglient f(x) = x3 — 3x i I'eix OX.

La funci6 talla I'eix 0X en els punts:
x=-/3,x=0ix=+3

i presenta simetria imparell i 'area es pot ex-

pressar:
_2{51_3X2T
4 2 |,

=2 _g+9
4 2

A- 2‘fﬁ(x3 —3x)dx‘

9,
2

13. Calcula Il’area de la regi6 compresa entre
les grafiques de les funcions fix) = x2 i
g(x) =—x2+8.

Punts d'interseccio: f(x)=g(x) > x* =-x*+

2
{21__8}
3 -2

595

+8 > x==%2

A :‘jfzz(zx2 —8)dx‘
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14. Representa graficament les funcions f(x) =
3x
X2+ 4xig(x) = 2 Calcula I'area de la regié
compresa entre les dues grafiques.

y =x%+4x

Punts d’interseccid: f(x) = g(x) —» x* +4x =

3x . 5
=—o>x=0ix=-—=
2 2
3
A= JO x2+4x—3—x ax| = X 1ox2-
512 2 3
3x2}° 125
— =——u
4 s/ 48

15. Representa graficament la funcié f(x) = In x
en linterval [1, e]. Calcula l'area sota
aquesta corba en aquest interval.

y=Inx

1 2 e 3 X

A= flnxdx =[xInx -x] =e-e-(0-1) =1u?

16. La funcié f(x) = x2 — x* presenta simetria pa-
rell en la seva grafica. Pots comprovar-ho.
Calcula I’area sota aquesta corba i I’'eix OX.
Pots fer-ho calculant només una integral?
Fes-ho aixi i t'estalviaras calculs.

f(x) talla 'eix 0X en els punts: x =—1, x =0 i
x = 1. Per la simetria parell de la funcié I'area
es pot expressar per:

3 5,

= —_— u:
15

A :2“01()8 —x“)dx‘ =2

17. Calcula I'area ombrejada de la figura 6.21.
Les funcions representades son:

f(x)=¥ig(x)=—x2+2x

y- (x—2)2

4

y=-x"+2x
Interseccié de les grafiques:

2
M:—x2+2x—>x:§ix:2

Cal calcular també I'area en l'interval {0%}

2 2
(x-2) +x2—2x:5x -12x +4
4 4
2_ 2_
A '[)2/55x 12x+4dx N J-z 5x 12x+4dx‘=
5 2/5 4
5x% 3x2 7| Ilsx® 3x2 T
dx‘:{ - +x} J{ -— +x} =
12 2 X 12 2 s
:2—6u2

25

18. Calcula el volum que genera la parabola y =
= x2 en girar a I’entorn de I’eix OX en I'inter-
val [0, 3]. Fes-ne la representaci6 grafica.

53
V:nfx“dx :n|:%:| :%n us
0

19. Dibuixa la grafica de la funcio f(x) = sin x en
Pinterval [0, ©]. Calcula el volum del cos
que genera en girar a I’entorn de I'eix de les

abscisses.
Ax)=sinx
2 n
. 1-cos2x
_ 2 _ _
V—nfsm xdx —nJ:de =

T sin2x | .
2 2 |, 2
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20. Considera la recta d’equacioé y = 2x en I'in-
terval [0, 2]. Si gira a I’entorn de I'eix de les
abscisses, quin cos genera? | si consideres
que ho fa en P’interval [1, 3], de quin cos es
tracta? Calcula el volum de cadascun d’a-
quests cossos.

La funcié y = 2x en linterval [0,2] genera un
conien linterval [1,3] un tronc de con.

Volum del con:

3 2
V:nf4x2dx:n4i 27 s
3 0

Volum del tronc de con:

3 3
V:nf4x2dx:n 4x7 | _104n u?
3|3

21. Expressa i calcula el volum del cos generat

per una circumferéncia de centre (3, 0) i
radi 5.

El cos generat és una esfera i el seu volum no-
més depén del radi. Podem situar la circumfe-
réncia centrada a 'origen de coordenades:

x*+y? =25 y*=25-x*

3 5
Vv :n.zf(25—x2)dx :27{25x—’ﬂ -
0

5007
3

u3

Acabem

1. Calcula la derivada de F(x) = ["(cost-2t)dt
F(x) = 0 ja que F(x) és una constant.
2. Calcula F'(1) si F(x) = f’”(cost+2t)dt

F(1) = 0. Al substituir x per 1, F és una cons-
tant.

3. Calcula les integrals segiients:

-X /
a £1x2+1 x

1
[ dx= a1y | =—Lan2 -
X% +1 2 ¥ 2
“In2) =0

b [(2-3x) dx

[@-3xrdc= H@} - 224

0

c) idx
1-x

3 4
Eadx - [-3 In —x|]2 — _3(In3 —In1) =
=-3In3

d) 7

1

ﬂ X4dx:{larctgx} :l
1+ x 2 o 2

T
8

INES

. Calcula: fzxze"dx. Per trobar la primitiva

és necessari que apliquis el métode d’inte-
gracio per parts dues vegades.

Ixzexdx :xzeX—ZJ‘xeX :x2ex—2[xex—
- e X]:e*(x 2_2x+2)

[e (X" —2x+2)] =-10e7= -10

1
) eZ

. Calcula I'area compresa entre la grafica de

L 1 . . .
la funcio f(x) = <’ I'eix de les abscisses i

les ordenades corresponents ax=1ix=2.

A= f%dx = [In|x|:|12 =In2 u?

. Troba una primitiva de la funcié

fix) =

x2-x-2

i calcula la integral d’aquesta funcié en I'in-
terval [3, 5].

Cal dividir el numerador pel denominador:

3
J‘[x2+2x—4—ijdx =X i x2oax -
X—-2 3

-8In|x -2

3 5
{%+x2—4x—8ln(x—21} :%—sm 3u2

3
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7. Representa graficament la funcio f(x) =
= (x — 2) ex en l'interval [2, 3]. Calcula I’area
sota aquesta corba en aquest interval.

y=(x-2)e"
entre 213

2 3

La primitiva per parts:
j(x —2)e*dx =(x —2)e* - je “dx =(x —2)e * -
‘—e*=e{x -3)

A= |[e*(x —3)Jz| = |—e2| =e?u?

8. En una comarca un riu adopta la forma de
1
la funcio fix) = Zx3 — x2 + x (fig. 6.25) i és ta-

llat per un cami que té la direccié positiva
de I'’eix OX. Prenent com a unitat el km, cal-
cula el valor del camp comprés entre el riu i
el cami si el preu és de 300 e I’hectarea.

y

4 3 2 P
A:J;2 1xg’—x2+x dx =| X X o
4 6 3 2|
:1Km2
3

1 100

—Km?-100 =—— ha Preu: 100
3 3

u: — 300 =
3
=10 000 €

9. Calcula l’area limitada per la grafica de la
funcio segiient y = x2 — 3x i I’eix OX.

Les interseccions amb I'eix 0X's6n: x=0ix=3
{xe’ 3x? T
3 2

10. Troba 'area de la zona limitada per les fun-
cions f(x) = x3 i g(x) = 2x. Fes-ne una grafica.

2

A=‘£(x2—3x)dx‘: —gu

f(X)=g(x) > x*=2x > x=0,x=+2

11.

12.

13.

-+ y:X’s'

L’area esta formada per dues regions iguals:

51
4 0

Troba l'area compresa entre les funcions
y=x2iy= Jx

Punts d’interseccio: x> =+/x > x=0ix =1

A:Z‘jf(xs—Zx)dx =2 =2u?

Calcula l'area determinada per la funcio
fix) = x3— x i I'eix de les abscisses.

Punts d’intersecciéo amb I'eix 0X:
x}-x=0->x=0x=+1

La funcio6 presenta simetria imparell.

5]
4 2

Troba els punts de tall amb I'eix de les abs-
cisses de la funcié f(x) = x3 — 2x2—-5x + 6 i
expressa i calcula I’area compresa entre la
grafica de la funcié i aquest eix.

Punts detall: f(x)=0—>x=-2,x=1ix=3

A :|f2(x3 _2x? _Bx +6)dx| +|j13(x3—2x 2_

McGraw-Hill/Interamericana de Espana, S.A.U.

78

Matematiques 2. Batxillerat



4 3 2 !
-5x +6)dx‘ = {X——ZL X7 +6x} +
4 3 2 .,
4 3 2 |12

14. Calcula f«/4+x2 utilitzant el canvi de va-

riable: x =2 sin t.
La primitiva:
Iﬂdx — X =2sint -
dx = 2costdt

— |V4 —4sin?t 2cost dt
v

= [4J1-sin?t cos tdt =4 [cos %tdt -
:4J-1+c032tdt :i(t +0032t) ot 1ot

2 2

_E\/4—x2dx —[2t+2]"% ==

15. Demostra que I’'area d’un cercle de radi r és
donada per A = n r2. Per fer-ho considera
una circumferéncia centrada a I'origen de
radi r de la qual només tindras en compte la
semicircumferéncia positiva. Calcula I’area
sota aquesta corba i tindras I’area del semi-
cercle de radi r.

Circumferencia:
X*+y*=r>>y=~r?-x?
Area del semicercle:

A= [ Ir* - x?dx

Canvi de variable:

X =rsint — dx = r costdt

A=r? f/;\M —sintcostdt =r 2f//zzcos %t dt =

L ¢n/21+cos?t z{t sin2tT2
2 4 —7/2

-nl2 2

16. Determina els valors de a, b i ¢ en el polino-
mi P(x) = ax2 + bx + c si verifica P(1) = 4,

17.

18.

19.

P’(1) = 8 i P(2) + 15P(0) = 0. Representa la
funcié i calcula I'area compresa entre la
corba i I'eix OX.
Pl)=a+b+c=4
P(1)=2a+b=8
P(2)+15P(0)=4a+2b+c+15¢c=0
Al resoldre el sistema s’obté:
a=3,b=2ic=-1

P'(x)=2ax+b

P(x)=3x?+2x-1 és una parabola que talla

I'eix OX en els punts X, :% ix,=-1

A= £:3(3x2 +2x—1)dx :[x3+x2—x]1j13 =

=—u
27
Calcula I'area entre la corba f(x) = X il
1+x

les rectes x=0, x = % i eix OX.

2 X arctgx? "’
A = .[J dX = —g =
1+ x* 2 .
1
arctg —
- 4 2 ~0,122 u?

Fes la grafica de la funcio6 f(x) = sin x en I’in-
terval [0, 27] i calcula I’area compresa entre
aquesta grafica i les ordenades correspo-

nentsax-zix-ﬂ
T4 77 4

A= J;%sinxdx = [-cos x /:/‘ :g+g =2 u?

Representa les funcions y =sin xi y = cos x
- s g . T
en una mateixa grafica en l'interval [O,E}

Calcula I’area compresa entre les dues fun-
cions en aquest interval.

e
Cos . an
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. s
Les dues funcions es tallen en x = 2 donant
dues regions d’'arees A, i A,:
/4
A= f sin xdx
/2
A = r/ cos xdx

2

:——+1

[smx]: _1—£

A:—%MH—%:Z—«@M

A = [—cost;

20. Representa les funcions y =exiy =exen
una mateixa grafica. Calcula I’area limitada
per les dues corbes i larecta x = 1.

<

A= L(e e’x)dx [e +e X] =

1-2=1085 u?

=e+e

21. Considera la funcié f(x) = In x. Calcula I’area
sota aquesta corba en l'interval [1, 2]. Pots
fer el mateix en l’interval [0, 2]? Raona’n la
resposta.

A= [Inxax =[xInx -xJ =22 -2 ~(-1) =
~2In2 -120,386 u®

(La primitiva per parts ja s’ha fet anteriorment)
No es pot calcular I'area en linterval [0,2] per-
que la funcié f(x) = Inx no és continua a x = 0.

22. Calcula P’area entre la grafica de la funcio

segiient f(x) = 2x In x en l’interval [a, 1]. Pot
ser a un nombre negatiu? | a =0? Per que?

= ‘ _[:2xlnxdx‘ Cal fer la primitiva per parts:

J.2xlnxdx =x%lnx - sz

[XZ(Inx—l)} :‘—l—az(lna—lj‘
2’| | 2 2

l=x2Inx—X—
2

A:

23.

24.

25.

26.

Cal que a > 0 ja que no existeixen el logaritme
dea<0idea=0.

Troba el valor de a si sabem que I’area en-
tre la parabolay=x2+ axilarectay+x=0
és 36 u2.

Interseccions de les dues grafiques: x*+ax =
=-Xx>x’+ax+x=0ix,=0ix,=-(1+a)
A= £(1+a)[x2 +(1 +a)x]dx|: bBu’

(1+a)?

X (+an’ Y _(1+a)® N
3 2| 3 2

(1+a)®
6

(1+a)’ =216 »>1+a=6 »a=>5

=36

u volu li i
Calcula el volum de I'el"lipsoide generat per
2 2

Iel-lipse d’equacid :_6+y?=1 en girar a

I’entorn del seu eix major.

En I'equacié de 'el-lipse a =4 i y? -9—9L

16

= (24 +24) =48 u®

Representa graficament la funcioé f(x) = sin x
en l’interval [-n, ©]. Raona quin és el valor

de la integral r sinxdx sense calcular-la.
—T

El valor de la integral: fsinxdx =0 ja que

f(x)= sin x és una funcié que presenta simetria
imparell en aquest interval.

Demostra que no és necessari calcular la
primitiva de la integral segiient:

L(xe"z _sin2x)dx =0

Estudia la simetria que pot presentar la gra-
fica de la funcioé que s’ha d’integrar.

La funcio f(x) = xe* —sin2x presenta simetria
imparell en l'interval [-1, 1], és a dir,
f(x)<0al[-1 0)if(x)>0a(0, 1

i per tant la integral és 0.
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27. Calcula el volum generat per la funcié f(x) =

= x3+ 1 en girar a I’entorn de I’eix OX en I’in-

terval [0, 2].

sitiu o negatiu). Determina el valor de a per

82

tal que I'area d’aquest recinte valgui ——.

V:an(x3+1)2dx:7r.[;(x6+2x3+1)dx = Y
:ﬂ{x_7+2x4 +x}27r—(27 +8 + 2} 198
74 )\ 7

28. Considera la corba d’equacié 4x2 + y2= 1. /
Defineix la funcié y = f(x) associada a /
aquesta funcié. Quin és el seu domini? En
aquest domini, calcula el volum del cos que
genera en girar a ’entorn de I’eix OX.

f(x)=v1-4x? enllnterval{ ! 1}

2 2

(=]

\

-

Interseccions: —x*> +1=a > x =+J1-a

J'Ji,( x2 +1- a)ix—sf

1/2 x3 fa 4\/7
—~ +x-ax =—(1-a)
_7[."1/2(1 4x* )1x 7T|:X_Tj| = |:3 :|_m 3
-1/2
=7r(1—l+1+1] g (1-a) = 8\/7 (1-a)® =22 »1-a=
2 6 2 6
:2—>a:—1

V=rut

31. Fent el canvi de variable u = ex, calcula la

29. Calcula I’area del recinte limitat pels grafics integral:

de Ies dues funcions segiients (fig. 6.26): f":e" sine*dx
f(x) = x3 — 2x, g(x) = x2, quan considerem no- "2
més valors de x<0.

du
u=e" —>du=e*dx >dx =—
y o
. T T
=lnr >u,=rix,=In—-->u,==
2 2
um X . x .
e sine*dx = J:!usmudu =
IUE e
. T
=[-ucosu +sinu] =1-1=0
T
2
0 X . L _
32. Tenim una funcid y = f(x) de la qual I’Gnica

cosa que sabem és que la seva grafica és
aproximadament la que s’indica a la figura
6.28. Fes un esquema senzill de la grafica

de la funcié 9(x) = fo(t)dt . Raona molt de-
talladament la resposta.

f(x)=g(x) > x*-2x =x*>>x,=0, x,=2
—2ix,=-1
En la regi6 negativa és l'interval: [-1, 0]

y
2

1__

1
T T
0 2'\3/1 5 0 *
1

30. Considera un recinte tancat limitat per la
parabola d’equacio y = — x2 + 1 i la recta ho-
ritzontal d’equacié y = a (fig. 6.27), on a és
un numero més petit que 1 (que pot ser po-
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g'(x) =f(x) La grafica de la figura de I'enunciat
és el de g'(x) i la que donem és la de g(x). En
els punts x = 0, x = 2 i x = 4 hi ha extrems rela-
tius.

33. Calcula l'area del recinte limitat per les
dues paraboles d’equacions:

y=x2-2xiy=-x2+4x

y

Interseccions:

x,=0
x2—2x:—x2+4x—>2x2—6x:0<IX12:3

B 5 B 2x3_ 23
A—‘E(Zx —6X)dX‘—|:T 3x l

=[18-27|=9 u°
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