SOLUCIONARI Unitat 7

Comencem

Com s’anomenen dos vectors que tenen el
mateix modul, la mateixa direccio i sentits
contraris? | el vector que resulta de fer-ne la
suma?

Vectors oposats. Vector mil.

Dos vectors que tenen diferent direccio, te-
nen també diferent sentit? Justifica la teva
resposta.

Els sentits de dos vectors només es poden com-
parar si aquests vectors tenen la mateixa direccié.

El vector del pla AB és un representant del
vector v = (4, -5). Si les coordenades del
punt A son (-2, 4), quines son les coordena-
des del punt B? Resol I'exercici analitica-
ment i graficament.

Anomenem B(x,y). Es compleix:
V=AB > (4,-5)=(x+2,y —4)
4=x+2—>x=2
S=y-4>5y=-1
B(2,-1)

y

A(-2,4) \

N

Exercicis

1.

Indica en cada cas com identificaries a par-
tir de les seves coordenades:

a) Un punt de I'eix X
(x,0,0)

b) Un punt de I'eix Y
(0.y,0)

c¢) Un puntde l'eix Z
(0,0,2)

d) Un punt del pla XY
(x.,0)
¢) Un punt del pla XZ
(x,0,2)
f) Un punt del pla YZ

0.y.2)
x,yizelR

. Dibuixa uns eixos de coordenades i repre-

senta-hi els punts segiients:
A(5! 35 2) B(_4! 6! _3) C(O! 05 _6) D(2, _53 0)

z

D(2,-5,0)

$C(0,0,-6)

. Digues les coordenades dels punts se-

giients:

a) El punt P que es troba a I’eix X a distan-
cia 3 de l'origen de coordenades en el
sentit negatiu de I’esmentat eix.

P(=3,0,0)

b) El punt Q que es troba en el pla YZ a dis-
tancia 5 de I'origen de coordenades i tal
que el vector OQ forma un angle de 30°
amb el sentit positiu de 'eix Y.

Q(0,5 cos 30°,5 sin 30°) = [0, 513 g]

3'2
¢) El punt R situat en el pla XZ a distancia 4
de l'origen i tal que la recta que passa

per O i per R forma un angle de 60° amb
el sentit positiu de I’eix Z.

R(4 sin 60°, 0,4 cos 60°) = @ﬁ,o,z)

. Donat el vector v = (2, 4, 3), dibuixa en uns

eixos de coordenades el seu representant
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que té per origen el punt A(3, 2, 4). Quines
son les coordenades de I'extrem d’aquest
vector?

Si B(xyz), V = AB — (2,4,3) =
=(x-3,y—-2,z-4)

2=Xx-3->x=54=y—-2 > y=6;
3=z-4->5z=7

L’extrem del vector v és el punt B(5,6,7).

B(5,6,7)

ABG 29 R0, 4,3)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

5. Determina els components cartesians i el
modul de cadascun dels vectors segiients:

a) AB amb A(-3, -1, 5) i B(2, -4, -1)

AB = (5,-3,-6) > |AB| =70

b) CD amb C(0, -4, 1) i D(-3, 5, —6)

CTD:(—3,9,—7)—>|C—D| =139

¢) EF amb E(1, -1, 3) i F(-2, 3, -1)

Eﬁ:(-3,4,4)->|§/3|=\/ﬂ

d) GH amb G(-6, 10, 3) i H(-5, 8, —1)

@:(1,-2,4)—4(?4:@

6. Representant el vector v = (2, -6, —1) amb
origen al punt M, s’obté el punt N(1, 0, —4).
Determina les coordenades de M.

Anomenem M(x,y,z). Siv = MN., es verifica:
(2,-6,-1)=(1-x, -y, 4 -2)
Per tant:

2=1-x ->x=-1

_6=_y _)y=6

-1=-4-z->2z=-3
M(-1, 6, -3)

7.

10.

11.

12.

Quins sén els components del vector nul? |
el seu modul?

6:(0,0,0);|6|:o

Els vectors PQ i RS sén equipol-lents. Si
P(0, -1, 3), Q(3, 4, 1) i S(-4, -2, 1), esbrina
les coordenades del punt R.

Anomenem R(x,y,z)

PQ=RS - (35-2)= (-4 —-x, -2 -y, 1-2)
3=—4—-x->x=-7
5=2-y>y=-7

-2=1-z -5z=3
R(-7,-7,3)

Els punts P, Q, R i S de I’exercici anterior
determinen un paral-lelogram? Raona’n la
resposta.

Si, perqué si els vectors PQ i RS sbén equiva-
lents, també ho s6n els vectors PR i QS. Per
tant, unint mitjangant segments els punts P, Q,
R i S s’obté un quadrilater que té els costats
iguals i paral-lels dos a dos.

Dos vectors oposats tenen el mateix modul,
la mateixa direccio i sentits contraris. Quina
relacié s’estableix entre els components de
dos vectors oposats? Determina els com-
ponents i el moédul del vector oposat del
vector v = (-1, 3, —4).

Els components respectius de dos vectors opo-
sats s6n nombres reals que també son oposats.

V=0, —3,4);|—\7| -26

Donats els punts A(2, 4, 5) i B(4, 6, t), calcu-
la el valor de t sabent que |AB| = 3.

AB=(22t-5)—> |A—B| —J4+4(t-5) =

=+/t? =10t +33

AB=3 >t -10t +33 =3 > t2-10t +24 =
=0->tf=6it,=4

L’exercici té dues possibles solucions.
Considera un punt P i el vector QR = (2, -3,
5). Si les coordenades de Q son (1, 2, -1) i
el vector posicié del punt P és equipol-lent

al vector QR, troba les coordenades dels
punts PiR.

Les coordenades del punt P sén (2, -3, 5).

McGraw-Hill/Interamericana de Espana, S.A.U.

84

Matematiques 2. Batxillerat



13.

14.

15.

Anomenem (x,y,z) les coordenades del punt R.
Es compleix la igualtat: (2, -3, 5) = (x -1, y—2,
z+1)
2=x-1->x=3
3=y-2->y=-1
5=z+1>2z=4

Les coordenades del punt R sén (3, —1, 4).
Donats els vectors a = (2, -4, 5), b= (-5, 7,

-1) i ¢ = (-5, 2, 3), troba els components
dels vectors:

a) a+b-¢
d+b+¢=(211)

b) -3a+2b-2¢
-33+2b-2¢ =(-6,22,-3)

c) %(—é -3b+3c)

%(—5— 36 +3¢6)- (_1%9

Si a és un vector de 'espai i k, h € R, de-
mostra que es verifica:

a) (k+h)-a=k-a+h-a
(k+h)-a=(k+h)-(a, a,a;)=
=((k+h)a,, (k +h)a,, (k +h)a,)=
= (ka, + ha,, ka, +ha,, ka, +ha ) =
= (ka,, ka,, ka, )+ (ha,, ha, ha,) =
=k(a, a, a,)+h(a, a,a,)=ka +ha

b) (k-h)-a=k-(h-3a)

(kh)-a =(kh)-(a,, a,,a;) =
= ((kh)a,. (kh)a,, (kh)a;) =
= (k(ha,), k (ha, ). k (ha,))=

= k(ha,, ha,, ha,) =k (ha)

Els vectors p = (-2, 3, 1) i q = (4, -6, -2),
tenen la mateixa direccio? | el mateix sen-
tit? Quina relacio hi ha entre els seus mo-
duls?

Tenen la mateixa direccié i sentit contrari, ja
gue es verifica que g = -2p, o, el que és el ma-

teix, ,3:_%(7_ Per tant: |g| = 2|p| > |g| =%|§|

16.

17.

18.

Determina el vector unitari en la direccio i
sentit de cadascun dels vectors segiients:

a) @=(1,-3,2)

B (1 3 2
=14 = == £
=14 ~a (Jﬁ 14 14)
b) b=(3,-4,0)
\B\=5—>ﬁ=(§,ﬁ,oj
55

¢) ¢=(2v2,3,-22)

5’5" 5
d) d=(_2’2!_1)
‘H‘—Seu:(i,g ij
3 33
e) e=(1,1,-1)
SICIREREEEN
3 V3 /3
f) f=(_3!4!0)

H:s—m:(ﬁ,i,oj
55

Si el vector v = (%,—%,vs) és unitari, quins

valors pot tenir v;?

V| = g+%+v§:1—>g+v§:1—>v§:
a2
9 3

Sis =a+b, es verifica |s| < |a] + |b].

a) Interpreta geométricament aquesta des-
igualtat.

Si a i b tenen diferent direccid, els seg-
ments que representen els vectors a, bis
determinen un triangle. Per tant, qualsevol
dels costats d’aquest triangle ha de ser més
petit que la suma dels altres dos costats.
En particular, |S| = [a] + |b].

b) Indica en quin cas particular es verifica
la igualtat.

Si aib tenen la mateixa direccié i el maEeix
sentit, es compleix la igualtat |s| = || + |b].
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19.

20.

21.

22,

23.

Demostra que el conjunt de totes les fun-

cions reals que s’anul-len en el punt x,

amb les operacions habituals de suma de

funcions i producte d’'un nombre real per

una funcio, té estructura d’espai vectorial.

« Sif,geF (f+g)(X)=1fix) +9g(x)=0+0=
=0->f+geF.

* SifeFikelR, (AM)(Xx))=AHX)A-0=0—>
—> AMeF.

» L’element neutre 0(x) = 0 pertany a F, ja que
0(x)=0.

» Si f € F, existeix I'element oposat —f € F, ja
que (=) (xp) = —f(xo) =—0 = 0.

Considera els vectors segiients:
v=(2,-1,3)iw=(-1,3,-2)
Troba el vector x €V; que verifica 3x — 2w =

=V.

3X-2w =V 53X =V +2w —>>?:%(\7 +20W) >
—>7<:[0,§,_—1J
33

Considera un vector no nul v €V,. Prova
que el conjunt de vectors de V; de la forma
k - v,k € R amb les operacions suma i pro-
ducte per un nombre real té estructura d’es-
pai vectorial. No oblidis que (V;, +, *) ja és
un espai vectorial. Interpreta geometrica-
ment el conjunt de vectors estudiat.

a)

Sik,helR, ki +hv=(k+h)eS

b)
Sihe IR h(kv)=(kh)V S

El conjunt S esta format per tots els vectors
que tenen la mateixa direccié.

Troba els nombres reals A, i 1, que verifi-
quen la condicio 24(2, -3) + A,(-1, 2) = (0, 0).

7 (2-3)+2,(-12)= (0.0
22,-22=0 }

Ay=24,=0
-3, +2, =0

Donats els vectors v, = (-3, 1, 5), v, = (2, -5,
3)iv,;=(4, 0, -1), troba en cada cas el vec-
tor que resulta de fer-ne les combinacions
lineals seglients:
a) =V, +3v,-v,

—V,+3V, -V, =(5-16,5)

24,

25.

26.

b) 2v,-v,-3v,
2v, -V, -3v, =(-20,7,10)
¢) —2(V,-2v,) +4v,
—2(V,—2V,)+4V, =2V, +4V,+4V =
=(30,-22,-2)
d) 3v,—(V,—2V,)
3V, - (vV,-2v,)=3v,-V,+2V,=(-3,8,10)
Expressa el vector v = (2, -4, —1) en combi-

nacio6 lineal dels vectors v, = (1, -2, 3), v, =
(4,1,2)iv,=(1,0,0).

V=AV,+ AV, + 1V,

(2-4,-1)=1%,(1-2,3)+ %, (41,2)+%,(10,0)

2=, +40, + 2,
4 =21+,
~1=32,+24,

La soluci6 del sistemaés A, =1, 1, =-2i1;=09.

V=V, -2v,+9v,

Donats els vectors {v,, v,, ..., V,}, indica
raonadament si sén certes o falses les afir-
macions segiients:

a) Cada vector V; és combinacié lineal de
tots ells.

Cert, perque, per exemple:

Vi=AV i+ AV, +. AV, > A, =1 L,=...=
=2,=0

b) El vector 0 també és combinacié lineal
d’aquests vectors.

Cert, perqué:

O=AV,+..+4AV >k, =...=%, =0.

n

Donats dos vectors no nuls de V;, quina
condicié geomeétrica s’ha de verificar per-
qué un d’ells sigui combinacioé lineal de I’al-
tre? Quina relacié cal que hi hagi entre els
respectius components d’aquests dos vec-
tors? Passa el mateix amb dos vectors no
nuls de V,?

Els dos vectors han de tenir la mateixa direc-
cié, és a dir, s’han de situar sobre la mateixa
recta o sobre rectes parel-leles.

Els components respectius d’aquests vectors
han de ser proporcionals:

McGraw-Hill/Interamericana de Espana, S.A.U.

86

Matematiques 2. Batxillerat



27.

28.

V=k-W—(V,V,Vy)=k (W, w,w,)—>
Vi_Va _ Vs _y
w, w, w

3

Amb dos vectors no nuls de v, passa exacta-
ment el mateix.

Esbrina si son linealment dependents o li-
nealment independents els conjunts de
vectors segiients:

_ L 21
a) a,=(2,-1,3)ia,= —5,5,—1

a, = ka, > k = -3 — linealment dependents
b) b,=(-1,0,2),b,=(2,0,-4)ib,=(3, -1, 5)

b, =ab,+ b, - a =-2, f=0— linealment
dependents

C) é1 = (1! _2! 4)! 62 = (05 2! 1) I 63 = (_1! _3! 0)
Cy = AC, + A,C,
(-1-3,0)= 4, (1-24)+1,(0,2.1)

1=

-3 =-2A,+24,

0=42+4,
El sistema no té solucié — linealment inde-
pendents.

d) d,=(1,-3),d,=(2,1) id,=(-4,-9)
d, = 2d,+A,d,
(-4-9)=1,(-13)+2,(21)

{—4 =2 +22,

-9=-31+4,
Ay = 2; A, = =3; —> linealment dependents.

¢) €=(1,0,0),¢e,=(0,1,0),e,=(0,0,1)i
é,=(2,-3,5)

€, =18 +1€6,+1,€,
A =2; A, = =3; 23 = 5 — linealment depen-
dents.

Existeix algun valor de k que faci que els
vectors v, = (3, 2, 2) i v, = (6, —4, k) siguin li-
nealment dependents? Justifica la respos-
ta.

No, perqué independentment del valor de k,
3 2

_i_
6 -4

29.

30.

31.

Troba p perqué els vectors segiients: u, =
(1,2,-3),u,=(3,0,-4)iu,= (2,1, p) siguin
linealment dependents. Per a quins valors
de p aquests mateixos vectors son lineal-
ment independents?

Uy = AU, + AU,

(21p)=1,(12-3)+%,(3,0,-4)

2=21+32,

1=24,

p=-34-44,
1

:A = —

=2 =5

p:_3.l_4.l:_§_2:_z
2 2 2 2

Si p = -7/2 — vectors linealment dependents.
Si p #-7/2 — vectors linealment independents.

Justifica que si A, B i C son tres punts de
R3 i els vectors AB i CD sén linealment de-
pendents, aleshores aquests tres punts es-
tan alineats. Esbrina si els punts A(3, —4, 1),
B(2, -1, 4) i C(0, 5, 10) es troben sobre la
mateixa recta.

Si els vectors AB i BC son linealment depen-
dents, vol dir que tenen la mateixa direccié.
Per tant, els punts A, Bi C han d’estar alineats.

AB =(-13,3)
BC =(-2,6,6)

Es compleix que AB = %% —els punts A, Bi
C se situen en la mateixa recta.

Se sap que els punts P, Qi R estan alineats.
Si P(1, -2, 3) i Q(4, 1, 5), determina les co-

ordenades x i y del punt R sabent que la
seva coordenada z és 9.

PQ=(3,3,2)
QR=(x-4y-14)
PQ=k-QR —(3,3,2)=k(x 4,y -14)

2:k-4—>k:l
2

3:%(x—4)—>x:10

3:%(y—1)—>y:7

Les coordenades del punt R sén (10,7,9).
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32.

33.

34.

Comprova que els vectors v, = (1, 2, -1), v,
=(2,1,0)iv;= (-1, 3, 1) son linealment in-
dependents. Expressa el vector w = (5, 2,
-3) en combinacio lineal dels vectors v,, v, i
Vs.

W= AV, + AV,

(5.2-3) =2, (12-1)+ %, (210)+ 2, (-13,1)

5=k +21, -4,
2=2A,+A,+3A,
-B3=-A+A,

=2 A, =1 A, =—1

Per tant, w = 2v, +v, -V,

Donats els vectors v = (6, 4, -2) i w = (-3,
-2,1):

a) Troba el valor de A que verificav=2A-w.
(6.4-2)=A(-321)>1=-2
b) Comprova després que |V| = |A] - |w].
V| = /56 = 2414
w| =14

|A|=2

Efectivament, es compleix que [V| = |A||w/|.

Indica raonadament si son certes o falses
les afirmacions segiients:

a) En V,, qualsevol conjunt format per dos
vectors linealment independents és base.
Certa

b) En V;, qualsevol conjunt format per dos
vectors linealment independents és base.
Falsa

¢) Si la dimensio d’un espai vectorial V

(dim V) és n, n + 1 vectors d’aquest es-
pai sempre son linealment dependents.

Certa
d) Tant en V, com en V;, una recta que con-

tingui l'origen és un subespai vectorial
de dimensio 1.

Certa

¢) En V;, un pla és un subespai vectorial de
dimensio dos.
Falsa

35.

36.

37.

38.

Esbrina si els vectors v, = (1, 0, -3), v, = (2,
-1,1)iv;=(0, -2, 3) sén base de V;.

Si la resposta és afirmativa, troba els com-
ponents del vector v = (3, 2, 4) en aquesta
base.

Els vectors v,, v, i V, sén base de v;, ja que sén
linealment independents.

V=AV,+ AV, + 1V,

(324)=12,(10,-3)+ 1, (2,-11)+2,(0,-2,3)

3=n,+22,
2=-h,—2A,
4=-3x+N,+3Nh,

A, -31 A, 32 27

REERE R TE Ty

Els components de v en la base B = {V,,V,,V, }
o[ 3132 27
1111 1)

Considera un vector v € V, els components
del qual en la base B = {v,, v,} s6n (3, -2).
Es demanen els components d’aquest ma-
teix vector en la base B’ = {u,, u,}, sabent
que:

V, = 4id, -0, iV, =i, - 30,
V =3V, -2V, =3(4id,~ii,)-2(d,~30,) =
=120, - 3, - 20, +60, =100, +30

Els components de v en la base B = {i,u,}
sén (10,3).

Els components del vector en la base for-
mada pels vectors v, = (1, 2, -1), v, = (2, 1,
0)iv;=(-1,3,1)s6n (2, -3, 4).

a) Expressa el vector en combinacio lineal
dels vectors , i .

V=2v,-3v,+4v,
b) Troba els components de en la base ca-
nonica.
v=2(12-1)-3(210)+4(-131)=
=(-8,13,2).

Per a quins valors de t els vectors u, = (3,
-4, 1), u,= (1,1, 2)iu; =(0, 2, -1) formen
una base de V,?

Els tres vectors han de ser linealment indepen-
dents.
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39.

40.

41.

U, = A, + A,
(0.2,-1)=2,(3-4,t)+1,(112)

0=34+4,
2=-4) -2,
-1=tA,+24,

1=t- _Z +2§_)t:E
7 7 2

Els vectors 4, U, i U, sén base si t = % telR.

Els punts A(1, -2, 1), B(0, 0, -1), C(-2, -1, 3)
i D(1, -1, 4) s6n coplanaris?

Els punts A, B, C i D no sén coplanaris, per-

que, per exemple els vectors AB, AC i AD sén
linealment independents.

AB=(-12-2) AC=(-312) AD=(013)
(-12-2)=a(-312)+(0,13)

-1=-3a
2=a+pf
-2=2a+3p

El sistema no té solucié — els tres vectors sén
linealment independents.

En la base B = {(1, 1, -2), (3, -1, 4), (5, -2,
0)}, els components d’un vector v soén (2,
-3, 0). Determina els components d’aquest
mateix vector en la base canonica i en la
base B’ ={(1, 0, -2), (2, -3 1), (-2, 1, 0)}.

v =2(11-2)-3(3,-14)= (-7,5,-16)
(-7,5,-16)= 1,(10,2) + 1, (2, -3, 1) +
+25(-2,1,0)

T =X+24, -2,

5=-34,+1,

-16 =-21,-4,
La solucié del sistema és A, :69—7, Ay =%,

25
G
Per tant, els components del vector v en la
base Bsén v = 21_02_5 .
9 9 3

Ens diuen que els components d’un vector
vV en la base B ={(1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 1)}
son (2, 1, 2) i que els components d’aquest

42,

43.

44.

mateix vector en la base Bj ={(2,1,0), (0, 0,
1), (-1, 1, 0)} sén (1, 0, 2). Es aixo possible?
Per qué?

En el primer, els components del vector v en la
base candnica son:

v=2(10,0)+(0,20)+2(0,0-1)=@22-2)
| en el segon cas, soén:
V= (2,1,0)+2(—1,1,0): 0.3,0)

Aix6 no és possible, ja que si fos aixi, obtin-
driem dues ternes de components diferents
per al mateix vector v en la base candnica, i
aixd no té cap sentit.

Justifica cadascuna de les afirmacions se-
glients:

a) Si el producte escalar de dos vectors és
positiu, I’'angle que formen és agut i si
és negatiu, I’'angle és obtus.

Sidgeb>0—>cosa>0—0 <a<%
Sid+b<0—>cosa <0—>%<a<n

b) Si dos vectors tenen la mateixa direccio
i sentit, el producte escalar d’aquests
dos vectors és igual al producte dels
seus moduls.

deb= |é||5|cosO°: |é||5|

¢) Si dos vectors tenen la mateixa direccié
i sentit contrari, el producte escalar d’a-
quests dos vectors és igual al producte
dels seus moduls amb signe negatiu.

deb= |é||5|cos180°: —|é||5|

Donat el punt V(3, -5, 7), calcula les projec-
cions ortogonals del vector v = OV sobre
els eixos de coordenades.

Sobre l'eix 0X, 3; sobre I'eix 0Y, 5; sobre l'eix
0Z,7.

Considera el vector v = (3, -4, 5). Calcula
els angles que forma amb els sentits nega-
tius dels tres eixos de coordenades.

* Angle que forma el vector (3,-4,5) amb el
vector (—1,0,0)

cosa =—> > a =115,10° (eix X)

5\2
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45.

46.

47.

* Angle que forma el vector (3,-4,5) amb el
vector (0,—-1,0)

Cos = —2_ B =5555° (eix Y)

5\2

* Angle que forma el vector (3,-4,5) amb el
vector (0,0,-1)

_z

-5 .
cosy=——=———>y=135° (eixZ
14 55 2 14 ( )

Vi w sén dos vectors de moduls respectius
2 i 4. Sabent que formen un angle de 60°,
calcula k perque el vector v + wk sigui per-
pendicular av.

(V+kw)eVv=0->V-V+kVi-Vv=0
|\7|2+k|vT/|-|\7|-cos60°:0 —>4+k-4-2-%:0 -
—>4+4k=0—>k =-1

Se sap que els vectors v =(2,-1) i w = (w,,
w,) € V, son ortogonals.

a) Quina condicio verifiquen els compo-
nents del vector w?

Vew=0-2w,+(-)w,=0->w,=2w,

b) Troba el vector sabent que el seu modul
és 5 i analitza les solucions obtingudes.

w, =2w,
w? +w) =25

w, = ++/5; w, = +2./5

Hi ha dues solucions que sén dos vectors opo-
sats:

w, = (5,245 )i w, = (/5,25

Resol les mateixes qiiestions de I’exercici
anterior, amb els vectors v=(1,2,-1)iw=
(wy, Wy, ) € V; i [w] =5. Comenta les dife-
réncies que has trobat en relacio amb I'e-
xercici anterior i fes-ne una interpretacio
geométrica. Et solucionaria el problema si
et diguessin que el vector w es troba en el
pla YZ? Per qué?

SiVv iw sén perpendiculares:
Vew=0->w,+2w,-w, =0
En aquest cas, no és possible determinar el
vector w que ens demanen, ja que el sistema:
{W1 +w,-w, =0

2 2 2 _
wy +w; +w, =25

té infinites solucions. Hi ha, per tant, infinits
vectors w de modul 5 que sén perpendiculars
al vector v.

Siw es troba en el pla YZ, w, = 0 i, per tant, si
que es pot determinar el vector. De la mateixa
manera que en l'exercici anterior, s’obtenen
dos vectors oposats:

W, = (075,245 )i w, = (0,5, 25

Acabem

1. Determina les coordenades dels punts se-

giients:

a) El punt P que es troba a I'eix Z a distan-
cia 5 de I'origen de coordenades en el
sentit negatiu d’aquest eix.

P(0, 0, -5)

b) El punt Q que es troba en el pla XY a dis-
tancia 6 de I'origen de coordenades i tal
que el vector QC forma un angle de 210°
amb el sentit positiu de I'eix X.

Q(6cos210°,65in210°,0)= (3+3,3,0)

¢) El punt R situat en el pla XZ a distancia 4
de l'origen de coordenades i tal que les
projeccions ortogonals del vector OR
sobre els eixos X i Z siguin iguals. Hi ha
més d’un punt que verifiqui aquestes
condicions?

Hi ha 4 punts que verifiquen la condicié de
'enunciat

R, (4c0s45°,0,4sin45°) = +2,0,22)

R, (4co0s135°,0,4sin135° )=
= (—2&,0,2&)

R, (4c0s225°,0,45sin225° )=
= (-2v2,0,-212)

R, (4c0s315°,0,4sin315° )=
= (2\/5,0, —2\/5)

2. Els components del vector v sén (-2, 4, 3).

Es demana:

a) Les coordenades del seu extrem B si se
situa el seu origen en el punt A(4, -3, 6).

Anomenem B(x,y,z)
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V=AB > (-2,4,3)=(x—4,y+3,z-6)

2=x-4->x=2

4=y+3->y=1
3=z-6->z=9
B(2,1,9)

b) Les coordenades del seu origen C si té
I’extrem en el punt D(0, 4, -2).

Anomenem C(x,y,z)
V=CD—(-243)=(x,4-y,-2-2)
—2=—Xx—>x=2

4=4-y—>y=0

3=-2-z—>2z=-5

C(2,0,-5)

¢) Els components del vector unitari que té
la mateixa direccio que el vector i sentit
contrari.

V| =29

224—3j

~ 1 ~ -1 .

3. Els punts A(3, 1, -2), B(5, 6, 4) i C(0, 4, —2)

sbn tres veértexs consecutius d’un paral-le-
logram. Determina les coordenades del
quart vertex D i indica raonadament de quin
tipus de paral-lelogram es tracta. Calcula’n
Iarea.

S’ha de verificar que AB = DC. Anomenem
D(x,y,z)

(2,56)=(x,4-y,—2-2)

2=x—>x=-2

5=4-y—>y=-1

6=2-z—>z=-8

Les coordenades del quart vértex sén D(-2,
-1, -8)

Es tracta d’'un rombe, ja que el paral-lelogram
en estudi té els quatre costats iguals i els seus
angles son rectes.

Es verifica: |TB| - |ﬁ| = |TC| = |§C| =+/65
D’altra banda, AB « AD =0 —> els vectors AB i

AD no son perpendiculars.
Les diagonals d’aquest rombe mesuren:

d,c =|AC|=o+9 =312
dap =[BD| = /49 +49 +144 =242 =112

i la seva area és:

32112
e CE

A 33u?

. Donats els vectors v i kv, k € R, estableix la

relacio que hi ha entre els seus moduls.
V=V, vp, vy ) > V] = Vi +v5 +v5
kv =k (v,,v,,v,)= (kv kv, kv,)

kv| = \JK* (vi.v3.v3) =|k|- ]

. Sia=(1,-2,1),b=(3,0,-4)i¢ = (-2, 5, 1),

determina:
a) a-(2b - 3c)
d-(2b-3¢)=a-2b+3¢ = (-1113,12)
b) (@eb)-¢
@-p)c=(-5-1
¢) ae(b+c)
d«(b+c)=-12

d) L’angle format peraib

. Considera dos vectors no nuls v, i v, € V,.

Prova que el conjunt de vectors de la forma
AV, + AV, amb ), i A, € R, amb les opera-
cions suma i producte per un nombre real,
és un subespai vectorial de V;,. Fes-ne la in-
terpretaci6 geomeétrica considerant les
dues possibilitats:

Anomenem S aquest conjunt de vectors.
*SiA' i A, €lR, (7»471+k2V2)+(k‘1V1+k‘2V2):
= +A W+ (A, +A',)V, €S
*SipelRp(AV, +A,V,)= (Wh, WV, + (r, )V, S

a) Que Vv, iV, tinguin la mateixa direccio.

Si v, iV, tenen la mateixa direccié, qualse-
vol vector de la forma AV, + 1V, també tin-
dra aquesta direccié. Els vectors conside-
rats se situen sobre la mateixa recta o so-
bre rectes paral-leles.

b) Que tinguin diferent direccio.

Si v, i v, tenen diferent direcci6, aquests
dos vectors determinen un pla en qué es
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troben tots els vectors de la forma AV, +
AV

7. Troba t perqué el vector v = (3, —4, 1) sigui

combinacié lineal dels vectors v, = (1, 4, -2)
i v, = (5 2, t). Per a quins valors de t
aquests tres vectors formen una base de

V=24V, + AV,
B-41)=21014-2)+2,521)

3=X,+52, 3=A,+51,
—4 =40, +2h, = -2 =21, +1,
1=-2h, +1tA, 1=-2%,+2k,

-13 8
La solucié del sistema és 4, = 9 i A, = 9~

7
8
Perqué els tres vectors formin una base de v,

han de ser linealment independents, i aixd suc-
ceeix sit=—-17/8.

t

. Expressa el vector v = (3, 4) en combinacié
lineal dels vectors u, =(1,0),u,=(0,1)iu; =
(2, 0). Té solucid unica el sistema que resul-
ta? Com son entre ells els vectors u,, u, i
u,? Formen una base de V,?

V =AU, + AU, + AU,
(34)=2,(10)+2,(0,1)+%,(20)

3=4+24,
4=,
Aquest sistema té infinites solucions. Sén de la

forma:

(per a cada valor de A, s’obté una soluci6 parti-
cular del sistema).

Els vectors 4, u, i 4, sén linealment depen-
dents, per tant, no formen base de v,.

. Esbrina si els vectors v, = (3, 5, 1), v, = (1,
2,-1)iv;=(0,1, 1) son base de V,. En cas
afirmatiu, troba els components del vector
v = (1, 3, -5) en aquesta base.

Els tres vectors sén base, ja que son lineal-
ment independents.

V=MV, +AV, +A.V,
(13,-5)=2,(35-1)+%1,(12,-1)+2,011)

1=3k,+2,
3=5k+2h, + 1,
5=, —h,+A,

10.

11.

12.

13.

Els components de a en la base B = {u,, u,,
Uz} soé6n (2, -1, 3). Determina els compo-
nents del vector en la base B’ = {v,, V,, V;}
sabent que:

Vy=Uy—Us Vo= -l + Uy + Uy iV, =20, + U,
Cal expressar els vectors de la base B en com-
binacié lineal dels vectors de la base B'.

V1_u1 u2

V, =0, +U, +U,

V, =2U,+U,

[ T 2. 1. . - .

Uy=—V,+—Vy Uy=—ZV +—V, U,=V,+V,
3 3

a=2u,-u,+3u 21\7 +l\7 +(V,-V,)+

- 1 2 3 3 1 3 3 1 2

Se sap que els vectors segiients:
a=(1,2,-1)ib=(by, by, b;)

so6n perpendiculars. Si el vector b es troba

situat en el pla YZ i és unitari, troba’n els

components. Interpreta les solucions obtin-
gudes.

El vector b és del tipus b = (0,b,,b5)
d-b—>a-b=0->2b,-b,=0
[b|=1-> b2 +b3 =1
El sistema:
2b,-b, =0
{bzz +b2 =1
te dues solucions: b, = ++/5; b, = +2./5
Hi ha dues solucions, son els vectors oposats:

b, = (0.45,2v5 )i b, = (0, ~5,-2+5)

Donats els vectors v, = (3,-4,5)iv,=(1, 2,
-3), calcula la projeccié ortogonal de v, so-
bre v,.

Anomenem OP aquesta projeccio:

OP:|V2-V1|_ 20 —i:2\/§

vl 52 2

Troba una expressio que et permeti calcular
les coordenades del punt mitja del segment
d’extrems els punts A(a,, a,, a;) i B(b,, by, bs).

Anomenem M(x,y) aquest punt. Es verifica:
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14.

AM = MB

(x-a,y-a,z-a,)=(b,-x,b,~y,b,—7)

a, +b,

2

a,+b,
2

a, + b,

X—-a,=b-x—>2x=a,+b,>x =

y-a,=b,-y »>2y =a,+b,>y =

Z-a,=b,-z—>2z=a,+b, >z =

M= a,+b, a,+b, a,+b,
2 7 2 72

Les coordenades de dos vértexs consecu-
tius d’un paral-lelogram son A(2, 3, —1) i
B(0, —4, -3). Si el centre d’aquest paral-lelo-
gram es localitza en el punt P(-1, 2, -2), de-
termina les coordenades dels altres dos
vértexs i la mesura dels seus angles.

Anomenem C(c,,c,,c3) i D(d;,d,,d;) aquests
dos vértexs que no coneixem, de manera que
els vértexs A, B, C i D sén consecutius. Ales-
hores:

— Pés el punt mitia entre Ai C —» C(—4,1,-3)
— P és el punt mitja entre Bi D - D(-2,8,-1)

(_1,2,_2): 2+C1’2+Cz,2+C3
2 2 2
ci=4,¢c,=1,¢3=-3

(-12-2)= (ﬂ —4+d, , MJ
2 2 2

d,=-2;d,=8;d;=-1

AB-AD  8-35 27 N
[AB| [aD| ~ V57 -Va1 57 a1

— A=124°

AB =(-2,-7,-2)

COSA=

AD=(-4,5,0)
Per tant, /2\ = é =124°; B :DA ~ 56°

15.

16.

Troba les coordenades de divisié del seg-
ment d’extrems els punts P(3, 6, -3) i Q(9,
-6, 0) en tres parts iguals.

Anomenem R i S els punts les coordenades
dels quals hem de determinar.

PQ =3RS —(6,-12,3)=3(r, -3,r, -6,r, +3)
6=3r-9->r,=5

-12=3r,-18>r,=2

3=3n+9->5r=-2

PQ=35Q - (6,-12,3)=3(Q -s, -6 -5, -s,)
6=27-35,>8,=7
-12=-18-3s, > 5,=-2
3=-3s; > s3;=-1.

Els punts sén R(5,2,-2) i S(7,-2,—1).

Demostra que el baricentre d’un triangle de
vértexs els punts A(a,, a,, a;), B(b,, by, b;) i
C(c,, c,, c;) esta situat en el punt G de coor-
denades:

G[a1+b1+c1 a,+b,+c, a3+b3+c3)
37 3 7 3

Anomenem G(x,y,z) el baricentre. Si M és el
punt mitja del costat AB, es compleix:

M a1+b1,a2+b2,a3+b3 i GC = 2MG
2 2
L aith

(01—x,02—y,c3—z)=2( 5

_a,+b, Z_a3+b3
2’ 2

a,+b,+c,
3
a,+b,+c,
3
a,+b,+c,

c,—Xx=2x-a,-b,>x=

C,—-y=2y-a,-b,>y=

C,—z=2z-a,-b,>z=
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