SOLUCIONARI Unitat 8

Comencem ¢) C = (cy) de tres files i tres columnes per
ac;= Ji
e Cada 100 g de producte d’un determinat ali-

ment conté 0,06 g de vitamina A, 0,3 g de vi- 1.2 3
tamina B i 0,2 g de calci. Analogament, un al- C=/14 9
tre aliment conté 0,1 g de vitamina A, 0,2 g 1.8 27

de vitamina B i 0,15 g de calci, també per

cada 100 g. Escriu la matriu corresponent. . .
2. Indica els vectors que determinen cadascu-

(0,06 03 02 j na de les matrius de I’exercici anterior.

01 02 015 a) G=(1,2 3 4)
L - , ~_(1.3 . (12 4
¢ La representacié matricial d’una xarxa de v oL 2 i w500,
. 22 3’3773
transport per carretera, segons el conveni
anterior, és donada per la matriu: b) =¢C=(=2,0)ib=d=(0,2)
01 0 1 ¢) G=(1,1,1),V=(2428)iw=(309,27)
0 0 0 1
1 0 0 O 3. Escriu una matriu que representi 2 vectors
00 1 0 de V,, i una altra que representi 4 vectors
de V;. Indica I'ordre de cadascuna.
Dibuixa un esquema que hi estigui relacio- Resposta oberta. Per exemple:
nat.
1 1 1 -1 1
Resposta oberta. Per exemple: A:(] 1] B=l1 -1 10
1 2 1 1 11
La matriu A és d’ordre (2, 2) i la matriu B d’or-
dre (3, 4).
4———3
4. Escriu una matriu A d’ordre (3, 4).
Resposta oberta. Per exemple:
Exercicis 11 A

1
A=l0 1 -1 -1
1. Escriu les matrius segiients: o -1 -1 1
a) Troba’n la matriu oposada i la matriu
transposada. Comprova que la matriu
oposada de la transposada és igual a la

a) A=(a)i=1,2,3, 4;j=1,2,3peraij=§.

1 12 1/3 matriu transposada de I'oposada.

_[2 v 2i 111

3 3/2 1 -A=1 0 -1 1 1

4 2 4/3 0O 1 1 41
b) B = (b;) d’ordre (2, 4) sabent que b; = 1 0 0
= (-1)'+ (-1). T U
5= -2 0 -2 0 1 -1 -1
L0 2 02 -1 -1 1

McGraw-Hill/Interamericana de Espana, S.A.U. Matematiques 2. Batxillerat

95



-1 0 O

1 -1 1
— (tA) = {(-A) = 11

1 1 1
b) Comprova que t (tA) = A.

11 1A
(A)=|10 1 -1 1|=A
o -1 -1 1

. Donades les matrius segiients:
2x 3z 4y —t
A= x- y 2y)' B=|; 3x+4

Troba els valors de x, y, z i t sabent que A =
=B.

(1) 2x =4y
(2) 3z =—t
R)x-y=z
(4)2y=3x+4

De (1)i(4) > x=-2, y =-1, substituint a (3) —»
= -1, i substituinta (2) » t = 3.

. Escriu una matriu quadrada d’ordre 3 que
sigui triangular superior. Indica els vectors
de V; que defineixen la matriu. Calcula’n la

traca.

Resposta oberta. Per exemple:

2 3 -1
A={0 -1 2
0O 0 1

U=(2,00),v=@-10iw=(-1,21)
tra(A)=2-1+1=2

. Escriu una matriu quadrada d’ordre 4 que
sigui alhora simétrica i antisimétrica. Hi ha
moltes matrius que tinguin aquesta carac-
teristica?

La matriu quadrada nul-la d’ordre quatre. No-
més aquesta.

. Qualsevol matriu diagonal és simétrica? |
antisimeétrica? Justifica’n les respostes.

Si, ja que si A és una matriu diagonal —>tA=A
— A és simétrica.

No, perqué si és una matriu diagonal, els ele-
ments de la diagonal principal no sén zero, i
per tant no pot ser antisimeétrica.

9. Per qué han de ser zero els elements de la

diagonal principal d’una matriu antisimeétri-
ca?

Perqué sigui una matriu antisimétrica, els ele-
ments de la diagonal principal han de verificar
que a; = —a;, d'on s’obté que a; = 0.

10. Tenim la matriu:

6 2 1 4
2 4 1 -2
11 0 1
4 -2 1 3

a) Com és aquesta matriu?

Es una matriu simétrica.

b) Troba la matriu transposada de la matriu
oposada.
-6 2 -1 -4
2 4 1 2
-1 1 0 -1
-4 2 -1 -3

c¢) Com sén entre elles la matriu que has
trobat en I'apartat anterior i la matriu ini-
cial?

Soén oposades.

d) Es pot enunciar, en aquest sentit, alguna
propietat general?

En una matriu simétrica, la transposada de
'oposada coincideix amb la matriu oposa-
da.

11. Donades les matrius:

-1 2 1 11 -1
A= 10 1B=|-2 1 3
2 10 0 2 2

0 -3 1

c=13 1 2

1 14

a) Comprova les propietats de la suma i del
producte de matrius.

Suma:

* associativa:

00 1
A+(B+C)=(A+B)+C=[2 2 6
326
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» existéncia d’element neutre: c) Amb el mateix valor de k de I’apartat an-
1 2 ] terior, comprova les propietats de la

transposicié de matrius.
A+O0=0+A=|1 0 1|=A sentO

2 11 0 -12
la matriu quadrada nul-la d’ordre tres. A+B)='A+B=13 1 3
0 4 2
+ existéncia d’element simétric:
A+(-A)=(-A)+A =0, -2 2 4
2A)=2(tA)=| 4 0 2
1 2 -1
sent-A=|-1 0 -1 2 20
2 -1 0 -5 10
i YAB)=(B)(A)=| 3 3 3
* commutativa:
9 1 1
03 0
A+B=B+A=|-1 1 4 5 1 -1
2 32 A+ =(AR=|-1 3 4
11 3
Producte:
+ associativa: 12. Amb les matrius de I’exercici anterior, cal-
18 0 37 cula:
(AB)C =A(BC)=|10 -1 11 a) 2A-3B+4C
10 2 10 -5 11 9
- distributiva: 2011
8 -8 10
2 7 16
AB+C)=AB+AC=|2 -1 6 b) AB+C
3 -2 5 -5 0 10
9 3 6 4 4 3
1 2 5
(A+B)C=AC+BC=| 7 0 17
11 -5 16 c) 3A-CB
b) Prenent el valors k=2 i h = -3, compro- -9 7 10
va les propietats del producte d’'un nom- 2 -8 -1
bre per una matriu. 3 -5 _4
060 d) C(A - 2B)
2A+B)=2A+2B=|-2 2 8 13 3 11
4 6 4
0 -8 —4
-5 10 5 0 -10 -8
5A=2A+3A=| 5 0 5 e) A3
10 5 0
-4 11
-6 12 6 4 3
2BA)=| 6 0 6 11
12 6 0 N (BO):
-1 2 1 -10 -6 -26
1A=| 1 0 1|=A 132 10 186
2 10 112 -8 136
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13.

14.

15.

Es diu que dues matrius A i B commuten
quan AB = BA. Comprova, amb matrius
quadrades d’ordre 3, que:

Respostes obertes. Per exemple:

a) Una matriu diagonal commuta amb qual-
sevol matriu del seu mateix ordre.

1 -1 1 2 00
A=|-1 1 1 B={0 1 0
1 1 -1 0 0 3
2 2 2
AB=BA=|-1 1 1]
3 3 3

b) Silés la matriu unitat, /A = Al = A.

1 -1 1
IA=Al=|-1 1 1
1 1 -1

Siguin A i B dues matrius quadrades d’or-
dre 2, tals que:

A=(ay); an=ay=1,a,=2a,=0

B = (by); b1y = by, = @43, byp = by +1, by =0

a) Escriu les dues matrius.

1 2 2 3
A = B =
0 1 0 2
b) Les matrius A i Bcommuten?

- 2.7
Sl,jaqueAB:BA:( j
0 2
c¢) Comprova que (A + B) (A - B) = A2 — B2,
Per qué creus que passa aix0? Justifi-
ca’n la resposta.

(A+B)A-B)=A2-B2= (_3 _Sj
0 -3

Si commuten, vol dir que AB = BA, d’on te-
nim que:
(A+B)YA-B)=AA+BA-AB-BB=A?+
BA-BA-B2=A2-B?
Demostra que si A i B ho commuten, ales-
hores (A + B)2 = A2+ 2AB + B2,

Si no commuten, tenim que AB = BA, i per tant
BA + AB = 2AB, d’on:

(A+B)2=(A+B)A+B)=AA+BA+AB +BB =
A2+ BA + AB + B2

16.

17.

18.

19.

Siguin A, B i C matrius quadrades d’ordre 3
i no nul-les.

a) Es possible que AB doni la matriu nul-la
d’ordre 3?

Si, ja que el producte de dues matrius no
nul-les pot donar la matriu nul-la.

b) Si es verifica que AB = AC, podem asse-
gurar que B = C?

No, AB=AC - AB-AC=0—->A(B-C)=0
ipotserque Ax0iB-C=0donB =C.

Donades les matrius:

a=[2°% 2lig=|9 0
17 4)'F7
calcula els productes AB i (1B) (tA).

B_(—33 11} (tB)(tA)_(—w —47)
\-47 3 L n 3

Calcula els determinants d’ordre 2 se-
giients:

) V2-1 2 1
a = —
V2 V241
coso -sina
b) | . =1
sina.  cosa
2 1
0 3 5
3 1—13/21
7 5
e* 1
=0
d |y o

13 1

Considera les matrius: A=|2 0 3|,

4 1 2
-2 1 4 3 -5 1
B=| 1 1 7]ic=|2 -3 1]|.
1 1 -3 1 0 4

Calcula |A|, |B], |C] i |A + B + C].
/Al=19,|B|=26,|C|=2,|A+B+C|=17.
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20.

21.

22.

23.

24.

Comprova les igualtats segiients:

2t-10 t-5

a |14t ¢

‘=(t—1)(t—5)
2t-10 t-5

—2—6t+5=(t—1)t-5
1+t t‘ (t=1t=3)

1 1
b) |[x y

2 2 2

x* y

N =

=(y-x)(z-x)(z-y)

N

1 1 1

X Yy  Z|=yz2+X2z+Xy2—X2y—xz2-y2z

X2 y2 Z2

(y=X)z=x)(z—Yy)=yz2 — xz2+ X2z — y2z +
+ Xy2 — x?y.

Resol les equacions:

1+x 1 1
a) | 1 1+ x 1 |=0

1 1 1+x

x3+3x2=0—->x=0,x=-3

x-1 x+4
b) =-10
1+ x )¢

—6x—-4=-10->x=1

Considera els vectors de V;, u = (-1, 2, 1),
v=(2, 3, -2)iw=(0, -1, 3);icalcula:

D(-U+V+wW, U—-V+W, U+V—-W)

Considerant la matriu A de I'’exemple ante-
rior, calcula |A| i |A*|. Quina relacié s’esta-
bleix entre els dos determinants?

|Al =—14, |A*| =196, |A* = |AP

Sigui A = (a;) una matriu quadrada d’ordre
3, definida per a;; = i — j + 1. Troba la matriu
A* i comprova que {A*) = (tA)*.

25.

26.

27.

(A =(Ar=|-2 4 -2

Sigui B la matriu definida pels vectors u =
=(1, 2)i V = (-1, 1) de V,.

B* - 1 -2
1 1
b) Les matrius B i B* commuten? Justifi-
ca’n la resposta.

a) Troba B*.

N sper= [0 )i
0, perque = |
perq 3 3

-3 -3
B*B =
5 )
¢) Calcula |B], |B*, |BB*| i |B*B.
IBl=B* =3, [BB*|=|B*B| = 9.

31 -2
Calcula el determinant|-1 3 5
21 0

a) Per laregla de Sarrus.
10+2+12-15=9

b) Desenvolupant-lo pels elements de la

segona fila.
—(-2)+3-4+5-1)=2+12-5=9

c) Desenvolupant-lo pels elements de la

tercera columna.
C)—2(-7)+5(-1)=14-5=09.

Desenvolupa, per la columna o la fila més
adequada, els determinants:

3 -20
a) -3 9 5
6 5 0
3a columna — —-135

2 1 -6
by 3 1 7
0 0 4

3a fila —» -20
3 1 5
o 2 0
1 1 1

2a fila —» -16
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28.

29.

Comprova amb determinants d’ordre 3 i uti-
litzant la regla de Sarrus les propietats a),

b), c), g) i J)-

Resposta oberta. Per exemple:

1 1 1 1 1 0
a1 -1 1 -1 1=3
0 1 1_j1 0o -1

1 1 1 1 1 1

c) -2 0=6;, 2-{1 -1 0=2-3=6
1 -1 0o 1 -1
1 0
Al 1 0=1
0 1
1 2 1
0 4 -1
P2 1111 1 |11 1
3 0=|1 2 O+|1 1 0=2+1=3
04 -1 0 3 -1 |01 -1

Esbrina, emprant determinants, la depen-
déncia o independéncia lineal dels vectors
seglients:

a) us= (3! 1! 2)5 V= (_1! _1! 2)5 w = (0! 25 _3)

3 -1 0
1 -1 2
2 2 3

=-10#0—>
linealment independents

b) u= (_1! 1! 4)! V= (2, 1! 1)5 w = (_2! 0! 2)

2
1 0/=0— linealment dependents
1 2

C) u= (1! 0, _1)! V= (_2! 2! 1)! w = (1! 2! _2)

1 -2 1
0 2 2
-1 1 2

=0 — linealment dependents

d) us= (1! 1!_1)! V= (15 _1! 1)! w = (_1! 15 1)
17 1 A1
1 -1

-1 1 1

=—4%0-—>
linealment independents

30. Utilitzant determinants, troba els valors de

31.

a, per tal que els vectors de V; segiients si-
guin linealment dependents:

a)u=(1,1,a),v=(2-3,-2),w=(5,a,-8)

1 2 5
1 -3 al=2a%*+17a+30;
a -2 -8

2a° +17a+30 =0 — a, :—g, a, =6

b)u=(1,-3,2),v=(21,a),w=(2-13,13)

1 2 2

-3 1 -13|=7a+35, 7a+35 =0 >
2 a 13

—»>a=-5

Calcula el determinant segiient, calculant
només un determinant d’ordre 2:

2 1 4
1 1 2
-3 1 -2

Resposta oberta. Per exemple, deixant la 1a
fila igual i canviant les altres dues per f,' = f, +

+ f, i fy = f; — f; i desenvolupant-lo pels ele-
ments de la segona columna nova queda:
‘ 3 6

X _6‘ =12

32. Troba el rang de les matrius segiients:

a) A=|1 2 1

-
N
N
N

b) B=

-
-
o
-

c) C=

AN a w
|
-

= N
I
N o

|
-— -

d) D=

rangA=2,rangB=rangC=rangD =3
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1 a 1
33. ConsideralamatriuA=|a+1 1 -a|. Tro-
2 1 1

ba els valors de a pels quals rang A = 3.
JAl=0—>-a2+3a-2=0—>a=1,a=2
34. Sigui A una matriu quadrada regular. De-
mostra:
a) Si AX =B, aleshores X=A-'B

AX = B - A-1(AX) = A-'B - (A-TA)X = A-'B
SIX=AB > X=A"B

b) Si XA = C, aleshores X= CA-"

XA = C — (XA)A-T = CA-! - X(AA-T) = CA-1
> XI=CA-1 - X = CA-!

c¢) Aplica-ho a les matrius:

2 3 14 1
A=l15/B=0 2

1 0
ic=-2 -1
3 1
S 1n
13 13 13
=A-1B =
XAB__E—_l
13 13 13
S 3
13 13

-11 4
X=CA'=| 13 13
16 -7
13 13

35. De les matrius:

10 123
A=12 4)iB={0 3 0
oo (3 2 1)
1 11

a) Indica’n una que tingui inversa.
La matriu A.

b) Troba aquesta inversa. Fes-ne la com-
provacio.

Al=|_1 1 AA—1=A—1A:(O J

2 4

36. Amb les matrius de I’exercici anterior, troba
una matriu X tal que AX—-B=_C.

4 0 4
X=A1C+B)=| -7 | 7

4 4

37. Troba la inversa de la matriu:

12 3
A=[-1 1 2
3 4 2
i comprova-ho.

Calcula |A-1| i compara-ho amb |A|. Qué ob-

serves?

6 -8 -1

111 11

-8 7 5

Al=| 11 11 11

7 2 -3

1 11 11
1 00
AA-T=AA=|0 1 0

0 0 1

A1 = —1/11 = 1/A|

38. Troba una matriu B, tal que BA = (1 2 0), es-
sent A la matriu de I’exercici anterior.

B=(-10/11 6/11 9/11)

39. Comprova que la inversa de

aby 1 (d-b
A= c d ¢s A “ad-bc\-c a

Demostra que |A-1| = 7
Al
4 1 d -b da-bc
-t |
(ad-bc) |-¢ a| (ad -bc)
v 1
ad—bc |A|

40. Amb les matrius A i B, comprova:

(BAY" = (A-1)(B-) i (AB)" = (B-1)(A~)

31 2 00 1
A=|0 1 —1;B=|0 10
11 2 100
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-1y 1
2 2
1 2 -1
BA)"= (A-HB)=| = = —
(BA)' = (A1)(B-") 5 3 %
1 -1 -
2 6
-1 11
6 3 2
-1 2 1
AB)1 = (B-)A")=| — = —
(AB)-1 = (B-")(A"1) s 3 2
1, 2
2 2
Acabem
1. Donades les matrius:
-1 1 3 4 10
A= 1 0 2|,B=|2 1 3|i
2 1 1 1 1
1 2 2
C=|-2 -1 0] troba, si existeix, la ma-
3 2 -4
triu X:
a) 2A-B+X=C
7 -1 -4
-2 0 -1
0 -5
1
b) EX—3B=A—C
20 -8 2
18 8 22
4 6 16
c) XB=C
-1 3 3
7 7 7
=2 -6
7 7
25 47 57
21 21 21
d) AX=B
-1 1 5
-3 0 8
2
30 o
2

4
-2
quadrada B d’ordre 2 tal que AB = 3A.

(5 )

3. Calcula el determinant d’una matriu quadra-
da A d’ordre 3, definida per les condicions:

3
2. Sigui A = [_1 J troba una altra matriu

a;=3(i=j),a;=1(=))

3011
A=|1 3 1|-A/=20.
113

4. Resol I'equacio segiient:

X 2x +1 2x+1
2x+1 3x-1 4x (=0
3x-1 4x 6x-1

—6x2+3x=0—->x=0,x=1/2.

5. Demostra que les arrels del polinomi se-
glient sé6n 4, 8 i -12.

p(x) =

A 0 X
A X ©®
X » ®

p(x)=x3—-112x + 384 = (x — 4)(x — 8)(x + 12).

6. Calcula:

= W h

172 1 0
31 141
59
4 17

7. Troba les matrius inverses de:

- O N

12 -3 2 23
A=|0 1 2|,B=| 1 -1 0]|i
00 1 1 21
2 4 3
c=|0 1 1|
2 2 1
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Fes-ne la comprovacio.

1 2 7
Al=[0 1 —2| B1=
0 0 1
1 -5
12 6
)
c1=| 6 3
1 -1
6 3
AA-' = A /A = BB-' = B-'B = CC-' = C-C =
100
=lo 10
00 1

A=
3 -2
c=[1 -4
1 1

indica’n una que tingui inversa i troba-la.

12
-1
6
-1
6

-4
-5
6

-3
-3
4

Troba una matriu X tal que XA + B = 2C.

La matriu A, A1 =

X =(2C - B)A1 =

11
-2

13
-9

9. Les matrius:

a-(s el )

commuten? Justifica’n la resposta.

ac—bd ad+ bc)

Si, jaque AB=BA =
—-bc—ad -bd+ac

10. Decideix, segons els valors de k, el rang de
la matriu:

k2
4
9

U G
w N X

kX-5k+6=0->k=2k=3.

Sikz2ik=3, elrangés 3;isik=20k=3,
aleshores el rang és 2.

11. Troba el rang de les matrius segiients:

2 1
11 1 1 3 o
A=|3 2 1 B=| | _
5 3 1 9

1 1 1

15322 11 1

c=23 112 p=|1 1 -1

0753 2 110

11 0

rangA=3,rangB=2,rangC=2irang D = 3.

12. Troba An si:

[ a 1—a)
A=
1+a -a

Sin és parell An = |, si n és senar An = A
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