N7 RESOLUCIO DE SISTEMES
BT MITJANCANT
DETERMINANTS
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Determinants d’ordre 2

B Resol cada un dels segiients sistemes d’equacions i calcula el determinant de la
matriu dels coeficients:

a) 2x + 3y = 29 b) 5x—3y= 8 o 4x+ y=17
3x — y= 5 —10x + 6y = -16 5x + 2y = 19

d) I9x—6y= 7 e 18x + 24y = 6 £) 3x + 11y = 128
—6x + 4y = 11 15x + 20y = 5 8x— 7y= 46
2x + 3y =129 2 3 __

a)ﬁx— )= 5} 3_1‘ 110

Solucio: x=4, y=7

S5x—-3y= 8 5 3 _ . ._ 8.3 _
—10x+6y=—16} ‘_10 6‘ 0. Solucio: x 5 + 57\7 y=»A
dx+ y=17 41

= 0
)5x+2y=19} 5 2‘ e
Solucio: x=15, y=-3
9x—06y= 7 9 -6 _ .
—6x + 4y = 11} ‘—6 4 ‘ 0. Incompatible
o 18+ 24y=6 18 24 _
15x + 20y =5 ‘15 20
Solucio: x = l—ix7 y=»A
3 3
B+ 11y =128 3011, 1402 _ 886
Sx— 7y= 46} 8 —7 09 = 0. Solucio: x 109 y 100
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Resolucio de sistemes 2 x 2 mitjancant determinants

[ 4]

B Resol, aplicant-hi x = iy-= , els segiients sistemes d’equacions i
comprova’n la solucio: 4] 41
SR B e R e
e N e
4,1 = 2 723‘ - 286,

Per tant: x = %66 =6, y= %26 =_11

b)?ﬁjlfﬁfg} Al ; —ill ‘ =83 A= Hg _i}1 ‘ = —415;
14,1 = ‘; ?g — _166:
Per tant: x=__4T135 =5 y= %636 =2

Extensio del resultat a sistemes 3 x 3

B Com creus que seria la solucié d’un sistema de tres equacions amb tres incog-
nites segons la regla anterior? Posa les formules corresponents i aplica-les a la
resolucio dels sistemes segiients. Comprova’n les solucions.

3x -2+ z2=20 x+y+ z=3
a) X +3z =14 b) x—-y+ z=1
y— z=—4 x—2y =2
Les formules son:
G diz 3 a1 3 ap diz
Ay=|C dan dp|Ay=|dn @ dap|; A, =|dn dn &
G d3y A3z a3 G dsz d31 dz 3
3x—-2y+ z=20
a) | x +3z=14
y— z=-+4
3 21 20 =21
lAl=]1 0 3 |=-10; lA4.l=]14 0 3 |=-50;
01 -1 -4 1 -1
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3 20 1 3 =2 20
lA,l=11 14 3 |=10; 14,1=|1 0 14| =-30;
0 -4 -1 0 1 -4

=50 10 =30
Per tant: x= ——= =5; y= — = —1; z= =~ = 3;
erant x= =5 =Y g Tk ET g T
xX+y+z=3
Al x-—y+z=1
x =2y =2
1 1 1
lAl= |1 =1 1|=2;
1 -20
311
lA =11 -1 1|=8;
2 -20
1 3 1 1 1 3
1A= |1 1 1]=214,1=|1 -1 1|=-+4
1 2 0 1 -2 2
Pertant:x=§=4;y=£=1;z=ﬁ=—2;
2 2 2
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1 Calcula el valor d’aquests determinants:

31 1 11 373 141 7 0
a)‘47 b)‘s 33 c)‘o 0‘ d)lo—z‘
a3 7-4-1=17
b) 0, perque la segona fila és proporcional a la primera.
©) 0, perque la segona fila només té zeros.
d7-(=2)=-14

2 calcula:

a b a’ b? a b a b
) c d b)‘a»” b3 ) 0 0‘ D ac bc
aAa-d-b-c

b)a?- b3 —a’- b =a*- b*(b— a)
©) 0, perque la segona fila només té zeros.
da b c—b-a-c=0, otambé observeu que la segona fila & proporcional a la pri-

mera.
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1 Calcula els determinants segiients:

51 4 9 0 3
a)|0 3 6 b)|-1 1 0
9 6 8 0 2 1
51 4 9 0 3
a0 3 6|=-114 b) (-1 1 =3
9 6 8 0 2 1
2 Troba el valor d’aquests determinants:
0 4 -1 10 47 59
a1t 2 1 b)|0 10 91
3 01 0 0 10
0 4 -1 10 47 59
)|l 2 1 |=14 b) |0 10 91| = 1000
301 0 0 10
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3 Justifica, sense desenvolupar, aquestes igualtats:
3 -1 7 4 1 7
a0 0 0|=0 b2 9 1 =0
1 11 4 -8 2 -14
7 4 1 45 11 10
Al|l2 9 7|=0 |4 1 1|=0
27 94 71 5 1 0

a) Té una fila de zeros (propietat 2).

b) La 3.2 fila és proporcional a la 1.2 (3.2 = (=2) - 1.%) (propietat 6).

©) La 3. fila és una combinacio lineal de les dues primeres (3.* = 1.2+ 10 - 2.%) (pro-

pietat 9).

d) La 1.2 fila és una combinacio lineal de les altres dues (1.2 =10 - 2.2 + 3.%) (pro-

pietat 9).

4 Tenint en compte el resultat del determinant que et donem, calcula la resta sen-

se desenvolupar:

Xy z 3x 3y 3z 5x 5y 5z X y
5 0 3|=1 a|5 0 3 b)|1 0 3/5 c)
111 1 1 1 1 1 1
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3x 3y 3z Xy z

a5 0 3]|=3[50 3|=3-1=3
1 1 1 1 1 1
S5x S5y 5z Xy z

|1 035|=5-L]5 0 3/-=1-1-1
11 1 1111
x y z X )y z

o) [2x+5 2y 2z+3|=1|5 0 3|=1
x+1 y+1 z+1 1 11
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1 Troba dos menors d’ordre dos i dos menors d’ordre tres de la matriu:
2 3 -1 5
4 6 2 7
M=|5 -1 2 6
4 1 1 5
0 0 3 4
Menors d’ordre dos; per exemple:
2 3/ -1 5
4 62 7
M=|5 -1[2 6 ‘22=o,ﬁ2=4
4 1 (1 5
0 0 3 4

2 3 -1|5
4 6 2|7 2 3 -1 -1 2 6
M=||5 -1 2|6 4 6 2|=68 |1 1 5|=21
411 1 5 5 -1 2 0 3 4
010 3 4

2 Troba el menor complementari i Padjunt dels elements a1, a33 i a4 dela
matriu:

0 2 46
2135
4=111 2 3
4 6 5 7

2 35

o=11 2 3[==2; A, =CD'"*2 qp,=-1-(2)=2

4 5 7

0 26

4 6 7
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0 26
2 -15
1 1 3

oz = =16; Ayz=CD43 a3 =-1-16=-16
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1 Calcula el determinant segiient aplicant-hi la regla de Sarrus i desenvolupa’l per
cada una de les seves files i cada una de les seves columnes:

3 7 41
-5 2 6
9 8 4

Comprova que s’obté el mateix resultat en els set casos.

Aplicant-hi la regla de Sarrus:

3 7 -1
-5 26
9 8 4

=32 44(=5) 8 (-D+76-9-(=1):2:9- 6-8:3— 7 (=5) 4=456

Desenvolupant per la 1.2 fila:

3741 )
52 6 =5‘§ 2 _7“5 2 _1“3 2‘=3~(—4O)—7~(—74)—1~(—58)=
o 5 4 9 9 8

=120 + 518 + 58 = 456

Desenvolupant per la 2.2 fila:

3 7 -1
526

7 A 3 -1 371 . o
520 _5‘8 4‘+2‘9 4‘—6‘98—5 36 +2-21—6 (=39

= 180 + 42 + 234 = 456

Desenvolupant per la 3.2 fila:

3 7 -1
526 =9‘7 -1 —8‘3 -1 +4‘35 7’=9~44—8-15+4-41=
S 54 2 6 506 52

=396 — 104 + 164 = 456

Desenvolupant per la 1.# columna:

3 7 -1
-5 2 0
9 8 4

2 6
8 4

7

— 7 _1 _1 P . . . =
—3‘ +5‘8 ) ) 6‘—3 (—40) + 536 +9 - 44

+9’

=-120 + 180 + 396 = 456

Desenvolupant per la 2.* columna:
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-5 6
4

=_7‘9

3 -1 3 -1 _ ‘ ‘ o _
+2‘9 4‘—8’_5 6’__7 (—74)+2-21-8- 13

=518 + 42 — 104 = 456

Desenvolupant per la 3.% columna:

37 -
526 =—1‘_5 2’—6‘5 7‘+4‘5 7‘=—1'(—58)—6~(—39)+4~41=
o 8 4 9 8|7 %o 8| "] 2

=58 + 234 + 164 = 456

2 Calcula els determinants segiients:

7 0 3 4 31 -1 3
4 0 4 7 1 4 -1 4
D137 6 9 Plo 3 2 5
1 0 1 9 2 0 0 2
fo 3 7|2
a) =714 4 7|=-7-290=-2030
37 6 9 1 1 9
1 0 1 9
(1) Desenvolupant per la 2.2 columna.
?iii(n 1 -1 3 301 -1
b) B =214 -1 4|+2|1 4 -1|=-2-28+2-28=0
05 2 5 3 2 5 03 2
2 0 0 2

(1) Desenvolupant per la 4.2 fila.

També podriem haver observat que la 4.7 columna és igual a la suma de les altres
tres; i, per tant, el determinant val zero.
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1 Calcula el rang de les matrius segiients:

1 2 3 0 -1 4 4 2 1 5 3
4|3 1011 2 g-|2 3 2 65
4 1 3 1 0 6 6 5 3 12 8
7 0 3 2 1 8 12 10 6 23 16
1 0 0 1 -1 2 1 0 -1
|1 =212 1 0 |5 1 3 -7
€=lo 0 0 0 1 D72—3—8
1 1.0 0 0 1 0 2 2
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1 2:3 0-14
A= 3-1:01 1 2
41 3106
70 3218
; 1 2
Prenem un menor d’ordre 2 diferent de zero: ‘3 _1‘ = 7%0

Aixi doncs, les dues primeres files son linealment independents.

Observem que la 3.2 fila és la suma de les dues primeres, i que la 4.2 fila és la suma de
la 2.2 ila 3.2 Pertant, ran (A) = 2.

4 201 5 3
12 3.2 6 5
B=1675 3 12 3

12 10 6 23 16

Prenem un menor d’ordre 2 diferent de zero: ‘ ; g ‘ =8 = 0. Aixi doncs, les dues pri-

meres files son linealment independents.

Vegem si la 3.2 fila depén linealment de les anteriors:

4 2 5
2 3 6|=8=0 — Les 3 primeres files son linealment independents.
6 5 12

Vegem si la 4.2 fila depén linealment de les anteriors:

4 2 1 5 4 2 5 3
2 3 2 6 12 3 6 5
6 5 3 12|01 g 5 12 g|=0
12 10 6 23 12 10 23 16

Per tant, ran (B) = 3.

1:01001 -1
1i-1:211 0
““looo ot
1010 0 0
. 1 -1 o
Prenem un menor d’ordre 2 diferent de zero: ‘ 0 ’ =1 = 0. Aixi doncs, les dues

primeres files son linealment independents.

01 -1
210
0 0 1

1
Com que = ‘ 0

> 1 ‘ =-2=0, les tres primeres files son linealment independents.
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0O 0 1 -1
12 1 0 0 1-1
Comque | o o 1 [=—|2 1 0|=2=0, aleshores ran(C) =4
100 0 001
2 1 0 -1
5 1 =3 -7
D=
7 2 -3 -8
1 0 2 2
. 21 -
Prenem un menor d’ordre 2 diferent de zero: ‘ 5 1 ‘ = -3 = (0. Aixi doncs, les dues

primeres files son linealment independents.

1 0
1 -3
0 2

Com que =-9=0, la primera, la segona i la quarta files son linealment independents.

VAN V]

La tercera fila és la suma de les dues primeres. Per tant, ran (D) = 3.
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1 Aplica el teorema de Rouché per descobrir si els sistemes segiients son compa-
tibles o incompatibles:

3x -2y=5 4x + 59 =7 x+ y+2z =7
a)! x+3y=-2 b)!{2x- y=0 A)3x— y+ 4 =1

2x — y= 3 Tx + 11y = 4 xX—-3y -4z +4 =06
a)3x—-2y= 5 3 -2 3 -2 5

x+3y=-2 A=|1 3 A'=|11 3 =2

2x— y= 3 2 -1 2-13

3 =2y _ - -

‘1 3‘-11;:0 ran (A) = 2

lA'1=0 — ran(A") =2

El sistema és compatible.

b dx+ Sy=7 4 s 45 7
26— y=01L A=|2 -1 A=[2 -1 0
Tx+ 11y =4 7 11 7 11 4

lA1=147 20 — ran(A) =3 = ran(A) = 2

El sistema és incompatible.
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o x+ y+2z =7 1 1 2 0 11 2 0 7
Bx— y+ 4t=1 0 A=[3 -1 0 4| A=|3 -1 0 4 1
x=3y—4z+4t=06 1 -3 -4 4 1 3 4 4 6
Calculem el rang de A:

11 1 1 2 1 1 0
‘3 _1‘=—4¢0; 3 -1 0]=0; |3 -1 4/=0 — ran(H=2
1 -3 4 1 -3 4

Calculem el rang de A"

1 1 7
3 -1 1|=-76 —= ran(A4A) =3 = ran(A4)
1 3 6

El sistema és incompatible.

2 Segueix el mateix procés que en I'exercici anterior i descobreix si els sistemes
segiients son compatibles o incompatibles:

x+3y—=z=1 x+3y—-=z=1 x+ y+2z = 7

a) ] 2x + z=2 b) | 2x + z=2 A)3x— y+ 4= 1

2y —z=0 2y —z=5 x =3y —4z + 4 =-13
a) x+3y—z=1 1 3 -1 1 3 -1 1
2x + z=2 A=12 0 1 A'=12 0 1 2)
2y—z=0 0 2 -1 0 2 -1 0

Calculem el rang de A:

‘; g‘=—6¢01 lAl=0 — ran(A) =2

Calculem el rang de A"

1 3 1
2 0 2|=0 (aquelal®ila3.?columnes son iguals) — ran(A") =2 = ran (A
0 2 0

El sistema és compatible.

Observacio: Com que la 4.* columna de A’ ila 1.2 s6n iguals, necessariament
ran (A") = ran (A); és a dir, el sistema és compatible.

b) x+3y-—z=1 13 -1 1 3 -1 1
2x + z=2 A=12 0 1 A'=12 0 1 2
2y—z=5 0 2 -1 0O 2 -1 5

Sabem que ran (A) =2 (vegeu apartat a) d’aquest exercici).

Calculem el rang de A"
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1

1
2 21 ==30=0 — ran(A") =3 = ran(A)
0

o O W
N

El sistema és incompatible.

o x+ y+2z = 7 1 1 2 0 11 2 0 7
3x— y+ 4= 1 A=|3 -1 0 4 A'=13 -1 0 4 1
X—3y—4z+ 4t=-13 1 3 4 4 1 -3 4 4 -13

Sabem que ran (4) = 2 (vegeu apartat ¢) de I'exercici anterior).

Calculem el rang de A"

1 1 7
3 -1 1 | =0 — ran(A") =2 =ran(A)
1 -3 -13

El sistema és compatible.
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1 Resol mitjancant la regla de Cramer:
X —3y +5z =24 X+ y—z=2
a){2x— y+4z= -8 b)! x— y+z=8
x+ y = 9 2x + 3y =10
a) x—3y+5z=-24 1 -3 5
2x— y+4z= -8 lAl=12 -1 4|=-1=0
X+ y = 9 1 1 0
24 -3 5 1 -24 5 1 3 24
1A= | -8 -1 4|=-7; 14,=|2 8 4|=-2 l4,l=|2 -1 -8|=5
9 1 0 1 9 0 1 1 9
Pertant: x=7, y=2, z=-5
b) x+ y—-z=2 1 1 -1
xX— y+z=8 lAl=]1 -1 1|=-6
2x+3y =10 2 3 0
2 1 -1 1 2 -1 1 1 2
[Al=18 -1 1| =-30; |Ay|= 1 8 1|=0; I4,/=]1 -1 8| =-18
10 3 O 2 10 0O 2 3 10

Pertant: x=5, =0, =3

2 Resol aplicant-hi la regla de Cramer:
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2x -5y +3z= 4 3x —4y— z= 4

Al x-2p+ z=3 b) y+ z=6
5+ y+7z =11 2x + 59 +7z=-1
a) 2x—-5y+3z= 4 2 -5 3
x—-2y+ z= 3 lAl=11 -2 1|=13
Sx+ y+7z=11 5 1 7
4 -5 3 2 4 3 2 5 4
lA0=13 -2 1|=065 |Ay|= 1 3 1[=0; l4,0=]1 -2 3 |=-26
11 1 7 5 11 7 5 1 11
Pertant: x=5, y=0, z=-2
b)3x—4y—- z= 4 3 4 -1
y+ z= 6 lAl=10 1 1|=0
2x+ 5y +7z=-1 2 5 7

Per tant, ran (A4) < 3.

Com que hi ha menors d’ordre 2 diferents de zero, ran (A) = 2.

3 4 -1 4
A'=|10 1 1 6 ran(A) =3
2 5 7 -1

Per tant, aquest sistema és incompatible.
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3 Resol els sistemes d’equacions segiients:
x—y+3z=1 x—y+3z=1
aA)i3x—y+2z=3 b) !3x—- y+2z=3
-2 +72=0 -2y +7z =10
a) x— y+t3z=1 1 -1 3 1 -1 3 1
3x— y+2z=3; A=|3 -1 2 A'=13 -1 2| 3
—2y+7z=0 0 -2 7 0 -2 710

Calculem el rang de A4:

1 -1

0_2‘=—2=01 lAl=0 — ran(A) =2

Calculem el rang de A"

1 -1 1
3 -1 3| =0 (da1l2ila3.?columnes son iguals) — ran(A") = 2
0 -2 0
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El sistema €s compatible indeterminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la
2.2 equacio:

x—y+3z=1 x—y=1—32—>x=y+1—32=1+%

=2y +7z=0 —2y=-7z —>y=772
Solucio: x=1+\, y=7\, z=2\
b) x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3|1
3x— y+2z=3 A=13 -1 2 A'=13 -1 2 3
-2y +7z=10 0 -2 7 0 -2 7 110

Sabem, per l'apartat a), que ran(A4) = 2.

Calculem el rang de A"

1 -1 1
3 -1 3|=20=0 — ran(A4) =3 = ran(A)
0 -2 10

El sistema és incompatible.
4 Resol aquests sistemes:

x+y =3

_ 3x +4y = 4
S5x -y +z=6 2ty =1
a) x+y = 1 1 0 1 1 0 3
y+z=5 _10 1 1 .10 1 1|5
x wz=4p AT o 1] M o0 14
Sx—y+z=6 5 -1 1 5 -1 116
1 1 0
Comque |0 1 1(=2=0 — ran(AdD =3
1 0 1

Calculem el rang de A"
[A1=0 — ran(4) =3

El sistema és compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de I'Gltima
equacio i aplicar la regla de Cramer:

31 0 1 3 0 1 1 3
5 1 1 0 5 1 0 1 5
4 1 1 4 1 1 4
S ERUREY B S P L
2 2 2 2 2 2
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Solucio: x=1, y=2, z=3

b) 3x+4y= 4

2x+ 6y =23 A=

—2x+3y= 1

3 4
2 0
-2 3

A=

3 4 | 4
2 6 |23
-2 3 1

Com que |A'l =-309 = 0, aleshores ran(A") =3 = ran(A).

El sistema és incompatible.
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1 Resol els segiients sistemes d’equacions:

a)

b)

3x—5 +z=0
x—-2y+z=0
x+ y =0

x+1ly—4z=0
2x+ 4+ z=0
x+ y—-2z=0
2x —16y +52 =0

a) 3x-5y+z2=0

x—2y+z=0
x+ y =0

lAl =

=5 1
-2 1
0

=-5=0

Per tant, ran (A = 3 = nre. d’incognites.

El sistema només té la soluci6 trivial: x=0, y=0, z=0

b)

x+ 11y—4z=0

-2x+ 4y+ z=0

x+ y—2z=0

2x—16y+5z=0

11
4

—4

-2

=-18 — ran (A = 3 = nre. d’incognites

El sistema només té la solucio6 trivial: x=0, y=0, z=0

2 Resol aquests sistemes:

a)

x—y—z=0
x+ y+3z2=0
x—5-92=0

a x— y—- z=0

x+ y+3z=0
x=5y-9z=0

b)

LAl =

-1

- -9

X +y+5z =0
3x -y
x—y+ z—1=0

-2t=0

-0
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Seleccionem el menor 11

‘=2¢O — ran(A) =2

Podem suprimir la 3.* equaci6 i passar la z al segon membre:

X-ry==z } X=-z } Solucio: x=-h, y=-2A, z=»A

x+y=-3z| y=-2z
d) x+y+5z =0 1 1 5 0
3x—y  —2t=00 4=[3 -1 0 =2
x—y+ z— t=0 1 -1 1 -1
1 1 5
3 -1 0|==14=0 — ran(4) =3
1 -1 1

Per resoldre’l, passem la ¢ al segon membre:

0 1 5
B 2t -1 0
x+y+5z=0 e g
Sx—y =21 X = 4 —T—?,
xX—y+ z=t -1
1 0 5 1 1 0O
3 2t 0 3 -1 2t
1 ¢ 1 7t -t 1 -1 ¢ 0
= =~ = __. = =_=0
Y 14 14 20 F 14 14
Solucio: x=N, y=-k, z=0, 1=2\
Pagina 70
1 Discuteix i resol:
x+ yt+taz= 0 x+ y=R
a)lax— y =-1 b)lkx—- y=13
x+4+6z= 0 5x + 3y =16
a) x+ y+az= 0 1 1 a 1 1 a| O
ax— 'y =-1 A=|la -1 0 A'=la -1 0 | -1
x+4y+ 6z= 0 1 4 6 1 4 610
Py = a=2
2 e e _5xV25+496 _5+V121 _5%11 __—
lAl=4a*-5a—-6=0 a 3 3 3 \a=_—3

e Si a =2, queda:
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112 o) .
A=12 -170 -1 )
1 4 6 0
N—
A

El sistema és incompatible.

*Si a =-3/4, queda:

1 1 -3/4 0
A'=1-3/4 -1 0 -1
1 4 6 0
S —
A

El sistema és incompatible.

Do

1
-1
1 0
-1 -1
40
1 1
~3/4 _1‘
1 1 0
3/4 -1 -1
1 4 0

‘=—3¢O — ran(A) = 2

=3=0 — ran(A4A) =3 = ran(A)

-1

=— =0 — ran(A) = 2

4

=3=20 — ran(A4’) =3 = ran(A)

eSia=2ia=-3/4 — ran(A) = ran(A") = nre. d’incognites = 3, el sistema és
compatible determinat. El resolem:

0 1 a 1 0 a
-1 -1 0 a -1 0
= 0 4 6 _ 6 —4a ) _ 1 0 6 _ a—6 .
4 —5a—-6  4a?-5a-6' 4 —5a—-6  4a?-5a-6'
1 1 0
a -1 -1
1 4 0 3
z = =
4a*-5a-6 4a*-5a-6
Solucio: x = 6~ 4a R a-6 , -3
4a* - 5a—-6 4a’ -5a-6 4a* - 5a-6
b x+ y= k 1 1 k
k- y=13 1 A=k -1 |13
S5x+ 3y =16 5 3 116
—
A
11+V121-120 _ 11+ 1 k=2
N = _ _ L + - _ +1 __—
| Al =3k - 11k + 10 = 0 k c Z \/e:%

e Si k=2, queda:

2
s| s
16
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El sistema és compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de la 3.2
equacio:

x+y=2 Sumant: 3x=15 — x=5 y=2-x=2-5=-3
2x—y=13

Solucio: x=5, y=-3

*Si k=5/3, queda:

11 5/5)
A=15/3 -1 13
5 3 16
NI
A
1 1)_-8 _ N =5 e dincooni
‘ 53 1 ‘ ey =0 — ran(A) = ran(A") = 2 = nre. d’incognites

El sistema és compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de la 3.2

equacio:
sey=3
5 Sumant: §x=ﬁ — x=ﬁ=£
5 _ 3 3 8 2
—x—-y=13
3
_5 .5 11 _ -2
YTE T T T,

. 11 —23
Solucié: x=—. p=_22
olucio: x=—=, y=—¢

eSik=21ik=5/3 — ran(A") =3 = ran(A4), el sistema és incompatible.

2 Discuteix i resol, d’acord amb el parametre a, el segiient sistema d’equacions:

(a-Dx + y=0
@-Dx+@+1y=0

(a-Dx+ y=0 A=(a—1 1
(a—Dx+(a+Dy=0 a—1 a+ 1
1 1 a=0
= _ = _ _ = _ -0 —
1Al = (a 1)‘1 a”‘ (a-Da+1-1D=ala-1=0<_
a=1
*Si a =0, queda:
-x+y=0

y=x. Sistema compatible indeterminat.
—x + y = O

Solucio: x=N, y=»\
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*Si a =1, queda:
23/ = 8 } Sistema compatible indeterminat.
y =

Solucié: x=x, y=0

eSia=0ia=1 — ran(A) =2

El sistema només té la solucio trivial: x=0, y=0
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1 Calcula la inversa de cada una de les matrius segiients:
1 -1 -1 )

-1 0 3
-2 5 3

2 —1)

B=(1 -2

Calculem la inversa de la matriu A:

lAl=-1=0 — existeix A7}
a4y —— A —— (AdGA) —— S (Adj)
-15 9 -5 -15 -9 -5 -15 -8 3 15 8 3
8 -5 3| =8 5 3|—=|-9 5 2|—=19 5 2|=4"
-3 2 -1 -3 2 -1 -5 3 -1 5 3 1
Calculem la inversa de la matriu B:
IBl=-3=0 — existeix B
ay —— Adj(B) —— (Adji(B) ——— - (AdjB)
(—2 1) R (—2 —1) R (—2 1) -l (—2 1)=B_1
-1 2 1 2 -1 2 3 \-1 2
2 Calcula la inversa de cada una de les matrius segiients:
4 -1 0
eft 4] oo 3
1 5 3
Calculem la inversa de la matriu A:
lAl=-1=0 — existeix 47!
ay ——> Adj(D) (Adj () —liﬂ (Adj ()
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(Z f) - (_74 _12) -~ (—72 f) -~ (—72 f)z“rl

Calculem la inversa de la matriu B:
IBl=3=0 — existeix B!
0y —— Adj(B) ——— (Adi(B) ——— - (AdjB)

1 -1 =2 1 1 -2 1 3 -1 1lf’)—l
=3 12 21| =3 12 21| — |1 12 4| —= =—|1 12 —+4

-1 4 8 -1 -4 8 -2 =21 8 -2 =21 8

= B!
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EXERCICIS | PROBLEMES PROPOSATS
PER PRACTICAR

1  Sisabem que Z Z = 7, justifica les igualtats segiients, i cita en cada cas
les propietats que hi has aplicat:
a-b b _ 3a 2b | _
|07 )= b)‘sczd—42
b a a b
NNa c|=77 P

a) Propietat 8: si a una columna d’'una matriu se li suma l'altra columna multiplica-
da per un nimero, el determinant queda multiplicat per aquest nimero.

b) Propietat 5: si multipliquem cada element d’'una columna per un nimero, el de-
terminant queda multiplicat per aquest nimero.

©) Propietat 3: si permutem les dues columnes, el determinant canvia de signe.

d) Propietat 7: si una fila és suma de dos, el determinant es pot descompondre en
suma de dos determinants.

2 Ssi :’ Z‘=—5, quin és el valor de cada un d’aquests determinants?
m p p m 3n —m p 2m 1 n/m
a)’nq b)‘qn‘ C)‘Sq—p Dlg 20 e)‘mp mq

a) =5, perque el determinant coincideix amb el de la seva matriu transposada.

P q

m n

p m
b) D

q n

m n
5)—‘13 RRCORE
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3In —m - n m _ m n e
C)‘Sq—p (3)3‘qp(2)3’pq 3.(=5)=-15

p 2my _ b my _ D q _ mn|_ ~
d)‘q 2n‘® g n|®O%\mn 3) 2 pq‘__z (-5 =10
o 1 n/'m _ L |mny_mn _

‘Wlp mq 3 m ’pq ‘pq

(W E] determinant d’'una matriu coincideix amb el de la seva transposada.
) Si canviem d’ordre dues files o dues columnes, el determinant canvia de signe.

@) Si multipliquem una fila o una columna per un nimero, el determinant queda
multiplicat per aquest namero.

Substitueix els punts suspensius pels nombres adequats perqueé es verifiquin
les igualtats segiients:

3 7, 12 7 . —4 3] (6 —1| |-
= + b =
a)‘5 3|13 -3 ‘ ._3‘ )‘2 0‘ ‘2 0‘ ‘2 0
a)§7=27+17 b)—45=6—1+—104
5 3| |3 3] |2 3 2 0f |20 20
Resol aquestes equacions:
1+x 1-x x-2 1-2x
a)‘l—x 1+.1nc"_12 b)‘ x x2 ‘_0
1+x 1-x
a)‘l—x 1+x‘_12
1+x 1-x =1 +202-(1-02=1+x2+2x—(1+x2-2x) =
1-x 1+x
=l+x2+2x—-1-x*+2x=4x=12 — x=3
b)‘x—z 1—22x‘=0
X X
‘X;Z 1—x22x‘=x2.(x_z)_x(l_zx)zxﬁ_zxz_x+2x2:x3_x=
/x= 0
=x(x2-1D=0 x= 1
\x=—1
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Calcula el valor d’aquests determinants:

18 1 3 4 —6 7 8 0 0 31
a)|17 0 b |2 -1 1 oo -7 3 d|-2 0 2
16 -1 5 3 -5 1 0 1 3 40
1 8 1 3 4 —6
all 7 0|=0 b2 -1 1|=0
1 6 -1 5 3 -5
7 8 0 0 3 1
0|0 =7 3| =-25 d|-2 0 2|=10
1 0 1 3 4 0
6  Quin valor de a anul'la aquests determinants?
3 4 -5 a-—1 1 -1 211 a+1 1 1
a1l -1 1 b) 0 a+6 3 colo 2 2 d) 1 2 a
1 -1 a a-1 2 0 2 3 a’ 1 a 2
3 4 -5
Al -1 1|=-3+5+4-5+3—-4a=4—-4a=0 — a=1
1 -1 a
a—1 1 -1
b)| 0 a+6 3|=3a-D+@-D@+6)-6(a-1)=(a-1DB+a+6-0]=
a—1 2 0
_ _ _ /ﬂ= 1
(a-DGBG+a O\ a=_3
2 1 1 _ /2
|0 2 2|=4a’+4-4-12=4a*-12=0 — a2=3<a V3
2 3 & a=-V3
a+1 1 1
dD| 1 2 a|l=4a@a+DD+a+ra-2-a*(a+1)-2=
1 a 2
=4a+4+2a-2-ad-a* 2=-ad-at+6a=-al@+a-6=0 —
/ol=0
\2 s - =—1i\/1+24=—115/6l=2
a+a-6=0 a 5 < 4-3
7 Calcula el valor dels determinants segiients:
1 0 -1 2 1 -1 2 O 1 2 3 4 -1 3 2 -1
2 3 2 2 2 1 3 1 21 2 1 2 21 3
V2421|3143 921245 Y/05104
31 5 3 2 1 7 O 3 4 1 2 7 -8 9 2
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10 -1 2 1 12 0
23 2 2| _ 2 1 3 1| _
Dl 42 1|77 2 PO A 18
315 -3 2 1 7 0
123 4 13 2 4
21 2 1] 2 21 3| _
DNy 2 4 5|70 Dl 590 4798
3 4 1 2 7 8 9 2

8 Calcula la matriu inversa de les matrius segiients i comprova’n el resultat:

2 01 1 0 2
a)(f i) b)(; ‘42) c)(O 3 0) dlz o -1)
1 0 1 0 -2 0
a) lAl=1=0 — existeix A!
@y ——— Adj() ——— (Adj) ——— ()

3 7) =14 7]

(1 1) R (1 —1) .
3 4 -3 4
b) IBl=10=0 — existeix B!

@y ——— AGB —— UdB) ——— - (Ad(B)

S ) I S I G
2 1 2 1 3 1 10 \=3 1)

o) ICl=3=0 — existeix ¢!

o Adj(C) (Adj (O e (Adi )’
3 0 -3 3 0 -3 3 0 -3 . 30 -3
o 1 ol—=f(o 1 o]—=]0 1 Oo|l—==-{0 1 o0]=ct
3 0 6 3 0 6 3 0 6 515 0 6
d) IDI=-10 =0 — existeix D!
a; —— Adj(D) (Adj (D))’ %(Adj(p))’
2 0 -4 2 0 -4 2 -4 0 . 2 -4 0
4 0 2|—=(-4 0o 2)|—=l0 0 5|—==10 0 5 |=D"1
0 -5 0 0 5 0 -4 2 0 -4 2 0

Unitat 3. Resolucié de sistemes mitjancant determinants



9 Resol les segiients equacions matricials:
-1 5

12\, (03 _
a)(z I)X'(s 0) ")X(—l 4)'(1 2
D An A=( 2) ~ B=(O 3) d 2 que tenim:
a omenem 2 1 3 0 s € manera que enim:

A X=B— X=A''B

Calculem A7
lAl=-3=0 — existeix A7l

ay —— Adj(4) ——s (Adj(D) —— le(Adj(A))"

Calculem A7!- B

: (—12 _12)'(2 g)=—%’(_36 —36)=(—21 B

__3'
(2 4
La solucio6 és: X—(_1 2)

b) Anomenem A = (j Z) i B=(1 2), de manera que:

X A=B— X A - A'=B 4! - X=pB- 4!
|[Al=1=0 — existeix A~

Calculem A7

a; —— Adj(A) —— (Adj(H) —— %(Adj(A))f
4 -1 41 4 -5 4 -5\
(5 —1)_’(—5—1)_’( )%( )‘A1

1 -1 1 -1
Calculem B- A~

a o (! D)6 o

La soluci6 és: X=(6 —7)
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10 Estudia el rang de les matrius segiients:

10-12 ; ‘11 ;
a2 3 1 -2 b)
2 4 21 3 05
1 2 1
1 -1 2
a) El rang és 3 ja que el determinant (2 1 2| =15=0.
2 2 1
b) 4.2 fila = 2.2 fila — 1.2 fila
3.2 fila = 1.2 fila + 2.2 fila
1 -1 2
Per tant: ran 2 13 = ran ! _12)
‘ 3 0 5 2 13
1 2 1
Com que _1‘=3¢0—>elrangé32
11 Resol aplicant-hi la regla de Cramer:
3x— y = 2 2¢+ y+ z=-2
a)l2x+ y+ z=0 b)! x-2y-3z=1
3y +2z=-1 X - y+ z=-3
3x+ y— z2=0 x+ty —z+t=1
Al x+ y+ z=0 dDlx -y —t=2
3x +2y -2z =1 z—-t=0
a) 3x—y = 2 3 -1 0 2
2+ y+ z= 0! A'=12 1 1 0] = 1Al=1=0
3+ 2z=-1 0 3 2 1-1
A
2 -1 3 2 0
o 1 1 2 0 1
-1 — 0o -1 2 _
P e A N y=|—L—5=—5;
1 1
3 -1 2
2 1 0
0 -1
PO 7.5

1

Solucio: x=-1, y=-5 z=7
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b)2x+ y+ z=-2 2 1 1
x—-2y—3z= 1} A'=|11 -2 =3
-Xx—- y+ z=-3 -1 -1 1

A
-2 1 1
1 -2 3
-3 -1 1 11
X = =—=-1, y=
11 ~11
2 1 =2
1 -2 1
-1 -1 -3 22
z = = —_— = —
-11 -11

Solucio: x=-1, y=2, z=-2

A 3x+ y— z=0 3 1 -1
x+ y+ z=01 l4l=]1 1 1]|-=
3x+2y—2z=1 3 2 =2

0O 1 -1
lA =10 1 1]=2 | 4,1 =
1 2 =2
3 1 0
lAl=|1 1 =2
3 2 1
Per tant: x=i, y=l, z=_—1
3 3 3
dDx+y—z+1=1 11 -1 1
xX—=y —t=21 A'=(1 -1 -1
z—1=0 00 1 -1
A
1-¢t 1 -1
2+t -1 0
t 0 1 3 _
X =4 Fo= 5 t=3+t;
-2 -2 2

1 1 1-1¢

1 -1 2+1¢
0 0 t _
z= - 2t t. Solucions:

-2
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1| — 14l=-11=0
=3
2 =21
1 1 -3
-1 3 1 -
3 _ 22=2;
~11 -11
-6
3 0 -1
1 0 1|=-4
3 1 =2
1 11 -1
2|. Tenim que |1 -1 0 | =-2=0.
0 00 1
1 1-¢ -1
1 2+¢ 0
O ¢t 1| 1+t _-1-1t
' 2 ' 2 2
(322 2k )
2 2
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12 Estudia la compatibilitat d’aquests sistemes:

x—y=206 X+ y— z=-2
a) l4x + y=-1 b)!l2x- y-32=-3
S5x + 2y =-5 x—-2p-2z= 0
a) x- y= 6 1 -1i 6 1 -1
4ot p=-1L a=[4 1 -1] Comaque |, 7 ‘=5¢01 14’ =0,
Sx+2y=-5 5 2 -5
—
A

tenim que: ran (A = ran (A") = nre. d’incogniltes = 2

El sistema €s compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de la terce-
ra equacio:

X—=)= 6 Sumant: Sx=5 — x=1 Solneics (1 —
4x+y=—1} =_1—4x=-1-4=-5 } olucio: (1, -5)

b) x+ y— z=-2 1 1:i-1] =2
2x— y-3z=-30 A'=|2 -1:-3 | -3
x—-2y—2z=0 1 2 =210

—_— =
A

Tenim que 1Al=0 ique

11
, _1‘-—3¢0 — ran(4) =2

1 1 =2
Comque |2 -1 3|=-3=0 — ran(4A)=2=ran(4 =2
1 -2 0

Per tant, el sistema és incompatible.

13 Calcula la inversa de cada una de les matrius segiients:

1 2 1 210
A=|0 1 0 B=|0 1 3
2 0 3 211
1 2 1
lAl=]0 1 0|=1=0 — Existeix A7}
2 0 3
o —— Adj(d) ——— (AdjD) ——— A= llw(Adj(A))f
3 0 -2 3 0 -2 3 -6 -1 3 -6 -1
6 14| - [-61 4| = 010 — |01 0]=4a"
-1 0 1 -1 0 1 24 1 2 4 1
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21 0
IBl=]0 1 3|=2=#0 — Existeix B!

2 1 1
oy Adj(B) (Adj(B) ——— B = - (Adj(B)
2 -6 =2 2 6 =2 2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0] = [-12 0] = |6 2 6] = |3 1 -3|=8B1
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1

PER RESOLDRE

14 Prova, sense desenvolupar, que aquests determinants son zero:

-8 25 40 5 5 5
a) |2/5 3 =2 b)| a b c
0 27 O b+c a+c a+b

< a) Hi ba dues linies proporcionals. b) Suma la 3.2 fila a la 2.7
a) La 1.7 i la 3. columnes son proporcionals (la 3.2 és =5 per la 1.%).

b) Sumem la 3.2 fila a la 2.2

5 5 5 5 5 5
a b c =|la+b+c a+b+c a+b+c|=
b+c a+c a+b b+c a+c a+b
1 1 1
=5(a+b+o | 1 1 1 =0 (ja que té dues files iguals).

b+c a+c a+b

15 Prova, sense desenvolupar-los, que el determinant a) és multiple de 3 i que
el b) és miltiple de 5:

132 521
a)|4 7 1 b)|4 7 6
8 25 6309
® a) Suma la 1.% i 2.“ columnes a la 3.°.
1 3 2 1 3 6 1 3 2
a)ldl=14 7 1|5 14 7 1253 |4 7 4| — Esmaltple de 3.
8 2 5 8§ 2 15 8 2 5

(1) Sumem a la 3.2 columna les altres dues.

(2) Si una columna es multiplica per un nimero, el determinant queda multiplicat per
aquest numero.
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5 21 5 2 1 5 21
b IBl=|4 7 6|5 |4 7 6|55|4 7 6| — Esmultple de 5.
6 3 9 10 10 15 2 2 3

(3) Sumem a la 3.2 fila la 2.2.

16 Per a quins valors de a s’anul'la aquest determinant?

11 1 2

12 -3 8

a -1 -1 1

1-1 1 -2

11 1 2 » 11 1 2

1 2 -3 8 s 1 0 -5 4 -1 54
lAl=14 21 21 1|7 3+ a+1 0 0 3|=—[a+*1 0 3=

1 -1 1 2| 4=+p 2 0 2 0 2 20

=—[8(a+ 1D -30+06]=-[8a+8-30+0=-8a-160=0 — a=2

17 Estudia el rang de les matrius segiients segons el valor del parametre que hi

apareix:
21 0 2 -1 a
A=|11 =2 B=|a 3 4
31 a 3 -1 2
2 10
lAl=]1 1 2|=2a-6+4-a=a-2=0 — a=2
3 1 a
. 121
eSia=2 — Comaque |Al=0 i 1 1‘=1#0 — ran (A =2

eSia=2 — |Al=0 — ran(4A =3

2 =1 a
IBl=|la 3 4|=12-a*-12-9a+8+2a=-a*-7a+8=0 —
3 -1 2

_7+V49+32 _7£V8l _7+9 __— a=-8
“ ) ) 2 T a=1

—

Observem que 4‘ =100 — ran(B) =2

-1 2

Per tant:

eSia=1 — |IBI=0 — ran(B) =2
eSia=-8 — I|Bl=0 — ran(B) =2
eSia=lia=-8 — IBl=0 — ran(B) =3
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18 Estudia i resol aquests sistemes homogenis:
Ox + 3y +22=0

x+ y— z=0
_ 3x— y+ z=0
a) 12x—§y:2z:g b) Sx+ y+4z=0
X-aT F= X+2y-22=0
a x+ y— z=0 x+ y— z=0 1 1 -1
12x - 3y—22=0 x=2y+ z=0L A=|1 21
x—2y+ z=0]| 12x-3y—-2z=0 12 -3 -2
11 =2
Com que Al=0 i o1 ‘=—3=0, aleshores, ran (A) = 2.

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la
3.2 equacio i passar la z al segon membre:

z 1 1 =z
X+ y= z X=J—Z_—2L—_=£.y= 1 2| 2z _22
X—2y=-z ’

Solucions: (&, &, 7»)
3 3

b) 9x+ 3y + 2z=0 9 3 2
3x— y+ z=0 A= 3 -1 1
8x+ y+4z=0 8 1 4
x+2y-22=0 1 2 =2
9 3 2
Comque |3 -1 1|=-35=0, aleshores, ran (A = 3 = nre. d’incognites.
8 1 4

El sistema només te la solucio trivial: x=0, =0, z=0

19 Resol els sistemes segiients:

+ =
x+ y+tz—-1t=0 : y+z _
Al2x+ y—z+2t=0 b) x =0

3x + 2y *t=0 y+z+t=0

a) x+ y+z— t=0
2x+ y—z+2t=0
3x+ 2y + =0

Observem que la 3.* equacio és la suma de les dues primeres; per tant, I'elimi-
nem. El sistema queda:

x+y+z— =0
2x+y—2z+2t=0
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20

21

Passem al segon membre dues de les incognites per resoldre el sistema per la re-
gla de Cramer, havent de ser el determinant de la matriu dels coeficients que

queden en el primer membre no nul:

xry=—z+ bl b
2x+y= z-2t 2 1

Apliquem la regla de Cramer:

1 —=z+1
1 z-2t

—z+ 1 1

4yl = ‘z— 2t 1

‘ =22+31 14, = ‘

Solucio: x=2h—-3w, y=-3L+4u, z=XA, 1=

b) x+y =0
X + z =0
X +1=0

y+z+1=0

Es tracta d’un sistema homogeni.

Al =

O ===
_O O =
[ e )
= O O

El sistema només té la soluci6 trivial, x=0, y=0, z=0, t=0.

Troba el valor de a perqueé aquest sistema sigui compatible:

2x+3y=5 2 315 6 12
x+2y=11 a'=|1 2| 1) 141=6-7a=0 — a=; ‘1

ax+ y=3 a 113

Si a= %, ran (A = ran (A —  Sistema compatible.

Si a= %, ran (A = ran (A —  Sistema incompatible.

Expressa en forma matricial i resol utilitzant la matriu inversa:

_ x+3y— z=-1
a){zz—y:?) b)! x—y- z=-1
-y = 2x+y+32=5

gegza) el 2o ol
2x—y=O}A 2 a) X J”C 0
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41

=3=0 — ran(A =4 = nre. d’'incognites

2x +3y =5
x+2p=1
ax + y=3
‘?2)‘=l==0



(1 _1)'(96):(2) —> A X=C—> A1 4 X=A"1C—>X=4"C

2 -1 Y 0

Calculem A7

lAl =1=0 — Existeix A~

Oy Adj (A

G- 07)-
=[5 6

La soluci6 del sistema és: x=-2, y=-4

Al

2=

b) x+3y- =_1 1 3 -1 X -1
x— y—- z=-1 A=11 -1 1|, X=|y| C=|-1
2x+ y+3z= 5 2 1 3 z 5

1 3 -1\ [« -1
1 -1 1| |{y|=|-1|] = A Xx=C—- A1 A4A-X=4"1-C—
2 1 3 z 5

- X=471-C
Calculem A7

|Al =20 =0 — Existeix A7}

0y —— Adj(A) (Adj) ——— L (adjn)
-2 5 3 -2 -5 3 -2 -10 -4 -2 -10 4
10 5 5| —=|-10 5 5| —=((-5 5 O0|]—=—[-5 5 O
-4 0 -4 -4 0 -4 3 5 -4 - 3 5 4
(—2 -10 —4) (—1 (—2)
1 1
X=— -5 5 0| |-1|=—-| 0
=20 {3 5 4/ \s5/) 20 |\
. ) p 2 _ _7
La soluci6 del sistema és: x = g, y=0, z= g

22 Estudia i resol els sistemes segiients:

x+ y+ z= 2

xX—y—2z=2 2y —Tx= 0
D) 2vey+3z=1 b | ¥ $+7§=_1
3x + z=3 2x + 3y - 0

Unitat 3. Resolucié de sistemes mitjancant determinants
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a) xX—y—2z=2 1 -1 =212
2x+ y+3z=1 ={2 113 |1
3x + z=3 3 011 13
S ——
A
.12 .

Com que |Al=0 i 3 O‘ =-3 =0, tenim que ran (A = 2.

1 -1 2
Amés, [2 1 1| =0. Aixi doncs, ran (A" =2 = ran (A < nre. d’incognites.

3 0 3

El sistema €s compatible indeterminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la pri-
mera equacio:

2x+y+52=1}2x+y=1—52 = 3 _1_€ Fem Z=5)\,

3x  + 2=3[3x =3-z y=1—5z—2x=—1—7?z

Solucions: x=1-N, y=-1-7h, z=3A

b) x+ y+ z= 2 11 1| 2
x-2y-7z= 0] ,_[1 -2 711 0
y+ z=-1 01 1:|-1
2x + 3y =0 23 010
-—
A
1 1 1
Comque |1 -2 -7|=5=01i 14'1=0,
01 1

tenim que: ran (A) = ran (A") = nre. d’incognites = 3

El sistema és compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de la quar-
ta equacio. Apliquem la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1
0o -2 -7 1 0 -7
-1 1 1 0 -1 1 _
= =£=3;y=J—Lﬁ=—z;
5 5 5 5
1 1 2
1 -2 0
1 -1
z= -2
5 5

Solucio: x=3, y=-2, z=1

Unitat 3. Resolucié de sistemes mitjancant determinants



23 Discuteix els sistemes segiients segons els valors del parametre m:

mx +y+ z=4 x+ y+ z=m-1
a) x+y+ z=m b) ! 2x+ y+mz=m
X -y +tmz =2 x+my+ z=1
x+ 2p+32=0 x+my+z=4
Al x+my+ z=0 d) x+3y+z=5
2x + 3y + 4z =2 mx+ y+z=4
a) mx+y+ z=4 m 1 1 4
x+y+ z=m!l A'=|1 1 1 m
X—y+ mz=2 1 -1 m | 2
-
A
__—m= 1

eSi m=1 queda:

A= 1 1 1 ? :| Contradictories —  Sistema incompatible.
1 -1 112

®Si m =-1, queda:

-1 1 1| 4
A=11 1 1|-1 ]Contradict()ries — Sistema incompatible.
1 -1 -11] 2

eSim=1im=-1 — ran (A = ran (A = nre. d’incognites = 3. Sistema
compatible determinat.

b x+ y+ z=m-1 1 1 1 m—1
2x+ y+ mz=m A'=12 1 m m
x+my+ z=1 1 m 1 1
—
A
lAl=—m?>+3m—-2=0 — m=_5i\/29_8 _331/2:1

eSi m =1, queda:
11

1 0
A'=|2 1 ] Contradictories —  El sistema és incompatible.
1 1

11
11

e Si m =2 queda:

1 1011
A'=|2 1.2 | 2| Lescolumnes 1.2, 3.2 i 4% son iguals.
1 2 111
——
A
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Com que ‘2 1

1 -
‘ =-1=20 — ran(A4) = ran (A = 2 < nre. d’incognites
El sistema és compatible indeterminat.

eSim=11im=2 — ran (A = ran (A) = nre. d’incognites = 3. Sistema
compatible determinat.

) Xx+ 29+ 3z=0 12 3]0
x+my+ z=0L A'=(1 m 1|0
2x+ 3y + 4z=2 2 3 4|2
[ —
A
[Al=2m+2=0 — m=1
eSi m=1, queda:
1 2030 ) 120
A'=[1 1.1 0] Com que ‘1 1‘=—1i 11 0[=-=2=0,
2 3 4|2 2 3 2

aleshores: ran (A) = 2 = ran (A") = 3. Sistema incompatible.

eSim=1, queda: ran (A = ran (A") = nre. d’incognites = 3. Sistema compa-
tible determinat.

d x+my+z=4 1 m 1| 4
x+ 3p+z=50 4'=[1 3 15
mx+ y+ z=4 m 1 11| 4
[ —
A
44V16-12 _42+V4 _ 42 — m=3
= 2 -0 — - = =
lAl=m*—4m+3=0 m > > > ~_ =1

* Si m =3, queda:

4 o . . )
5 :l Contradictories —  Sistema incompatible.

1 1014
A'={1 3:1 | 5| Lal?ila 3.2 files son iguals.
1 1 114
[—
A

11
A més, ’ 13 ‘ =2 = 0. Pertant, ran (A = ran (A) = 2 < nre. d’incognites.

El sistema és compatible indeterminat.

eSim=3 im=1 — ran (A = ran (A) = nre. d’incognites = 3. Sistema
compatible determinat.
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24 Discuteix els segiients sistemes homogenis d’acord amb el parametre a:

2x — y+ z=0 x+y+ z=0
] x+2y-3z=0 b) lax +2z=0

3x —4y —az=0 2x —y+az =0
a) 2x— y+ z=0 2 -1 1

x+2y-3z=0%1 A=|1 2 -3

3x—4y—az=0 3 4 —a

Com que és homogeni, sabem que ran (4 = ran (A").
lAl=-5a-25=0 — a=-5

2 -
eSia=-5 — Comque‘

1 2‘=5=0 — ran(A) = ran (A" = 2

El sistema és compatible indeterminat.

eSi a=-5 — Només té la solucio trivial (0, 0, 0).

b syt 2=0) 111
ax +2z=0 A'=\a iLQ, ,,,,, 2 .
2x—y+az=0 2 -1

Com que és homogeni, sabem que ran (A) = ran (A").

1+V1+24 _1+5 — a=-
) -2

lAl=-a?-a+6=0 — a=

1
eSia=-3 oa=2 — Com que ‘=2=0 — ran (A = ran(A) = 2

1
0 2

El sistema és compatible indeterminat.

eSia=-3ia=2 — ran(A) = ran (A) = 3. Només existeix la solucio tri-

vial (0, 0, 0).
Pagina 80
. . 1 0-1). . P
25 a) Considera la matriu A = 2 1 1 i calcula el rang de les matrius 44! i
A'A.
b) Resol el sistema d’equacions lineals homogeni la matriu de coeficients del
qual és A'A.
c) Resol el sistema d’equacions lineals homogeni la matriu de coeficients del
qual és AA".
1 2
a)A=(§ (1) _11) —- A'={0 1
-1 1
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A A=

1 2 5 2 1
0 1)(; (1) _11)=(2 1 1) — rang =2
-1 1 1 1 2

b) Com que el rang és 2, seleccionem el menor.
‘ 5 2

5 =1=0

Podem suprimir la tercera equacio i passar la z al segon membre:

Sx+ 2y=-z

La solucid és: x=A, y=-3\, z=A

¢) Com que el rang = 2 = nre. d’incognites

El sistema només té la solucio trivial: x=0, y=0

31 1 0 2 O
26 Donades A=|1 2 0|iB=(1 =2 1|:
0 2 0 2 0 1

a) Troba A1 i B,
b) Troba la matriu inversa de 4 - B.

c) Comprova que (ABY1=B"1-471,

a) |Al =2 =0 — Existeix A7

ay —— Adj() ——— (Adj(AD) ——— - (AdjD)
0 0 2 0 0 2 0 2 2 Lo 2 2
2 0 6] =12 0 6] =10 0 1| —==-(0 0 1|=41
2 -1 5 2 1 5 2 6 5 2 \2 6 5

IBl =2 =0 — Existeix B!

oy Adj(B) ——— (Adj(B) ——— - (Adj(B)
2 -1 4 2 1 4 2 2 2 L [22 2
2 0 4| =20 4] =[1 0 o0]l=L]1 0 0
2 0 -2 2 0 -2 4 4 -2 2 \4 4 22
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3 -8 2
bA B=|-2 6 =2 |4-Bl =4=0 — Existeix (4 B)™!
2 4 2
o —— Adj(AB) ——— (Adj(4B))’ IAlBI (Adj(aB)’
4 0 -4 4 0 -4 4 8 4 . 4 8 4
8 2 4| — 2 4| =0 2 2= —-(0 2 2[=4p»"!
4 2 2 4 2 2 4 —4 2 4 l4 42
L o[22 2 0 2 2
oBt-At==-11 0 0f-[0 0 1|=(4-B"!
214 4 2] \2 6 5
110
27 Donada A =(-1 1 2|, determina la matriu B que verifica B —I = A'A~..
10 1
1 1 0 1 -1 1
A=|-1 1 2 A'={1 1 0
1 0 1 0 2 1

Calculem A7

|Al =4 =0 — Existeix A~

0y ——— Adj(D) —— (Adj (D) o (adj )’

1 -3 -1 1 3 -1 1 -1 2 L2
1 1 -1 —=|-11 1] =13 1 =2|—==:(13 1 =2|=4"!
2 2 2 2 2 2 101 2 4001 2

Calculem A'- A7

11—11 1 -1 2 1—3—16
A‘~A‘1=Z~1 1 0]-]3 1—2=Z-4oo

o 2 1/ \-1 1 2 5 3 =2

IBl = A - A1+ 1

1—3—16 10011—16
B=Z~4OO+010=Z'440

5 3 =2 0 0 1 5 3 2

28 Discuteix el sistema segiient i resol-lo, si és possible, en el cas a = 4:

x -y = a
x + a’z=2a +1

x—y+a(a-—1)z =2a
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xX—y = a
x o+ a’z=2a+ 1
x—y+ala—Dz=2a

Estudiem el rang de la matriu de coeficients:
1 -1 0
1 -1 ata-1
Al =a(a-1) — Al =0 — a=0, a=1

e Si a0 i a=l, ran(A) =3=ran(A").

El sistema és compatible determinat. Son solucio:

a -1 0
lAyl = |2a+1 0 a? =a-(a*>-a-1)
2a -1 ala-1
1 a 0
Al =1 2a+1 a* =—a
1 2a alta—1)

1 -1 a
lA,l =1 0 2a+1|=a
1 -1 2a
i d?—a—1 -1 1
La soluci6 és: x= —— y= , Zz=
a-1 a—1 a-—1
1 -1 0
e Sia=0 — A=[(1 0 0| —= ran(4) =2
1 -1 0
1 -1 0 O
A'=|11 0 0 1| —= ran(A4) =2
1 -1 0 O

El sistema és compatible indeterminat.

Per resoldre’l, prenem les dues primeres equacions:

x—y=0
X =1

Solucio: x=1, y=1, z=\
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1 -1 O
e Sia=1— A=|1 0 1)—>Van(A)=2
1 -1 O
1 -1 0 1
A=11 0 1 3| = ran(4)=3
1 -1 0 2

El sistema és incompatible.

e Si a=4, es tracta d'un sistema compatible determinat, resolt en el primer cas,
amb solucio:

VL R R
3’ 3’ 3
x 1 0

29 Sigui: A=|0 1 3
x 1 1

a) Troba els valors de x per als quals A té inversa.

b) Calcula, si és possible, A~1 pera x = 2.
a) Existeix 47! només quan | Al = 0.

[Al = =x=0 si x=0

2 O R
—_

0
3
1

Per tant, existeix A~! per a tot x = 0.

b)Pera x=2, tenim que |Al=2=0, per tant existeix A~! en aquest cas. La cal-

culem:
ay —— Adj(A) (Adj () ——(4dj )
-2 -6 =2 -2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0] —=|-12 0|l—=|6 2 -6|—=13 1 =3|=41!
3 6 2 3 6 2 -2 0 2 -1 0 1
30 Donades les matrius:
2 0 1 31 1 2 9 3
A=(1 -1 5) B=_01; C=(3 4) D=(—8 17)

troba la matriu X que verifica AB + CX = D.

AB+ CX=D — CX=D-AB — X=C'-(D-A4B)
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31

32

e Calculem C7!(ICl=-2=0 — existeix Cb:

o Adj(C) (Adj (D)) Tor 1C| (Adj ()’
G =T =57 =155 a)-e
21 21 -3 1 3/2 —1/2
e Calculem A4 B
31
2 0 1 -7 0
woe(2 5 33 -5 0
115/ 15, -2 10
e Aixi doncs:
X=(—2 1 ) (—9 5) (—7 o) =(—2 1 ).(—2 3)=(—2 1
3/2 -1/2 -8 17/ =2 10 3/2 -1/2) \=6 7 0 1
10 2 10 2
Troba X si 34X =B, de maneraque: A=(0 1 1|, B=|1 0 1
101 111
34X=B — X=%A*1-B
Calculem A1 (lAl=-1%0 — existeix A™D):
oy Adj (4) (Adj () o (adj )’
1 -1 -1 1 1 -1 1 0 -2 -1 0 2
0 -1 0] =0 =1 0] =1 =1 <1| = |-1 1 1]=4"
2 1 1 2 -1 1 -1 0 1 1 0 -1
Per tant:
-1 0 2 10 2 1 2 0 1/3 2/3 0
x=2Ll-1 1 1|10 1l=L|1 1 0|l={11313 o0
31V1 0 21/ W11 1) 3%0 11 0 -1/3 1/3

Resol 'equacié A X B =C si:

3 2 23)

4 3 12 C=(

.| -

11

|

@ Multiplica C per A~ per lesquerra i per B~ per la dreta.

AXB=C — A'- A-X-B-Bl=4'! C B!

- X=41-¢ B!

Calculem A7 i B1(14Al=1 1 IBl=1 — existeixen A} i B™b:

Oy
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a0y —— Adj(B) (Adj(B)’ - (Adj (B
(2 1)_)(2 —1) _)(2 —3) _)(2 —3)=B,1
32 -3 2 -1 2 -1 2
Per tant:
a1 |3 —2)_(1 1)_(2 —3)=(1 1)'(2 —3)=(1 —1)
X=4 CB_(—43 1 1 -1 2 -1 -1 -1 2 -1 1
23 . 11
33 Domnada A4 = 1 2) troba una matriu X de maneraque 4 X A4 = 2 3)

& Multiplica dues vegades per A™, una vegada per Uesquerra i una altra per la dreta.

Calculem A1 (1Al=1=0 — existeix A™D:

ay —— Adj(A) (Adj(A) ——— = (Adj)
I e e i S Y B

Per tant:
axas(y ) = wea (35500 )G T

53 E 30T

34 Determina si les equacions segiients tenen solucio i troba-la si és possible:

-1 1 2 2 -1 0 2 10 -1 1 2
a3 o0 —1)X= 0 1 —2) b)|0 1 —2)X=(3 0 —1)
1 2 3 3 0 -1 3 0 -1 1 2 3

-1 1 2 2 -1 0
a)30-1X=01—2)
12 3 3 0 -1
[ — S
A B

Com que |Al=0, no existeix A™l. L'equacié no té solucio.

2 -1 0 -1 1 2
b0 1 2)x=(3 0 -1
3 0 -1 1 2 3
N N

A B
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Com que |Al=4=0, existeix A~ il'equacio té solucio.
A X=B — A'-A4-X=41-B - X=4"1-B Trobem A

ay —— Adj() ——— (Adj(AD) ——— - (Adj()

16 -3 16 -3 11 2 1 -1 2
1 2 3| —>|-123|>|6-=24 —>%—6—24 s

2 -4 2 2 4 2 -3 -3 2 -3 -3 2

Aixi doncs:

-1 -1 2 -1 1 2 0 3 5
X=%—6—24-30—1=%422
332/ {1 2 3 413
Per tant:
. 0 3 5 0 3/4 5/4
X=Z 4 2 2=11 12 1/2
-4 1 3 -1 1/4 3/4
2 0 5)\[x -3 4
35 Resollequacio: [ 1 1 2|y |+|1]|=|-1
-11 1/\z 2 1

@& Comque AX+B=C—>X=A"1(C-B).

2 0 5 X 7

1 1 =2|-|y|=]|-2] Calculem A7 (14l=16=0 — existeix 4):

-11 1 z] \-41

[ — —— ——
A X = B

oy — Adj(4) ———— (Ad](A))[  — %(Ad](A))f
3 -1 2 3 1 2 3 5 -5 3 5 -5
5 7 2| =5 7 2| =(1 7 9| = L|1 7 9=4
-5 9 2 -5 9 2 2 2 2 161 2 2

Aixi doncs:

3 5 5\ [7 16 1
A-X=B — x=atp="L|1 7 ol |=2|=L|-e6]|=|
161, 5 2 \a) 10146 1

X 1
y =
z

Per tant, -1 ); ésadirn x=1, y=-1, z=1
Unitat 3. Resolucié de sistemes mitjancant determinants
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36 Resol I'equacio:

37

11 2 200 110
X|3 4 6)—(1 1 2)=(0 1 0)
4 29 2 01 01 2
11 2 2.0 0 110
Sigui A=|3 4 6|, B=(1 1 2|i C=|0 1 0] Aleshores:
4 29 2 01 01 2

X A-B=C - X -A=C+B — X - A-A'=(C+B -4 —
- X=(C+B- A

110 2 00 310
C+B=(0 1 0)+(1 1 2)=(1 2 2)
01 2 2 0 1 21 3
11 2
A=[3 4 6)—> lAl =1=0 — Existeix A7}
4 2 9

Calculem A7

ay Adj(A)

(Adj (D)

1 . ¢
TAT (Adj (D)

24 3 =10 24 -3 -10 24 -5 =2 24 -5 2
5 1 2| =15 1 2 - | -3 1 O - -3 1 0

= 41
-2 0 1 -2 0 1 -10 2 1 -10 2 1
Per tant:
3 1 0 24 -5 =2 69 -14 -6
x=(1 2 2|3 1 0f=(=2 1 0
21 3 -10 2 1 15 -3 -1

Hi ha algun valor de a per al qual aquest sistema tingui infinites solucions?
3x —2y—3z= 2
2x+ay—5z=—4
x+ y+2z= 2

3x—2y-3z= 2 3 2 3| 2
2x+ay-5z=—41 A'=|2 a -5 | -4
x+ py+2z= 2 1 1 2 2
-
A

lAl=9a+27=0 — a=-3
e Si a =-3, queda:
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3 2131 2
A'=|2 3.5 | -4
1 1 2| 2
3 3 -2 2
Com que ‘ a ‘=—5 i |2 -3 —4| =20, aleshores:
2 11 2

ran (A) =2 = ran (A) =3 — El sistema és incompatible.

e Sia=-3 — ran(A =ran(A) =3 — Compatible determinat.

Per tant, no existeix cap valor de a per al qual el sistema tingui infinites solucions.

Pagina 81
38 Prova, sense desenvolupar el determinant, que:

x x+1 x +2
x x+3 x+4
X x+5 x+6

=0

@ Resta la primera fila a la segona i a la tercera.

X x+t1 x+2 12 x x+1 x+2
X Xx+3 x+4|=22-1 0 2 2 =0,
X XxX+5 x+6 -1 0 4 4
ja que les dues ultimes files son proporcionals.
39 calcula:
1 2 3 4 1m 0 O
1+a 2+a 3+a 4+a 01mO
a) a a a a b) 00 1 m
5 6 7 8 00 01
a) 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
l+a 2+a 3+a 4+a|_ |1 2 3 4 Llaaaal_ 020
a a a a Dla a a a a a a al®
5 6 7 8 5 6 7 8 S 6 7 8

(1) Descomponem el determinant en suma de dos.

(2) Hi ha dues files iguals en cada un dels determinants.

b)

1 m 0 O

OlmO=1

0O 0 1 m ’
0 1

0 0

ja que es el determinant d’'una matriu diagonal i els elements de la diagonal son 1.
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40 Obtén d’acord amb a, b, c el valor de:

41

42

a a a
a+b a a
a a+c a

@ Resta la tercera columna a les dues primeres.

a a a 12 — 32 0 —C 0 0 —c
a+b a al= 20-3 b - O|=a b — =abc
a atc a 3 a a+c a
111
Sabent que (@ b c | =5, calcula:
Xy z
1 1 1 a b c
a)|la+7b+7 c+7 b)|lxy =z
x/2 y/2 =z/2 111
1 1 1 1 1 1 1 1 1
la+7 b+7 c+7|5 | a b c |+ 7 7 7 15
x/2 2 zZ/2 X2 /2 zZ/2 x/2 2 zZ/2
1 1 11 1
-1la b c|+o-L.5-2
2 2 2
Xy z

(1) Descomponem el determinant en suma de dos.

(2) Traiem % factor comu de la 3.2 fila. El 2." determinant és 0, ja que les dues

primeres files son proporcionals.

a b c a b c 111
b)xyza)—l 1 15)abc=5
1 11 Xy z Xy z
(1) Quan canviem d’ordre dues files consecutives, el determinant canvia de

signe.

Calcula els valors de a per als quals el rang de A és menor que 3:

10-1 Pot ésser ran (A) =1 pera
A4=10a 3 algun valor de a?

4 1 -a :

1 0 -1
A=(0 a 3

4 1 -a

El rang de A és menor que 3si 1Al =0.
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lAl = —(a—D(a-3)
Al =0 si a=1 0 a=3
Pertant: si a=1 o a=3 — ran(A4 <3
e El ran(A) no pot ser 1, perque si ens fixem en el menor:

0 3

4 —a ‘ =-12 = 0, independentment del valor de a.

QUESTIONS TEORIQUES

43

44

45

46

47

El rang de la matriu de coeficients d'un sistema homogeni de quatre equa-
cions i tres incognites és igual a 3. Que pots dir de la seva solucio?

Com que el sistema és homogeni amb 3 incognites, tenim que ran (A) = ran (A') =
= nre. d’incognites = 3. El sistema seria compatible determinat. Per tant, tindria
com a soluci6 tnica la soluci6 trivial (0, 0, 0).

En un sistema d’igual nombre d’equacions que d’incognites, el determinant
de la matriu de coeficients és igual a 0.

a) Pot ésser compatible?

b) Pot tenir solucidé anica?

c) S’hi pot aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminat si ran (A = ran (A") < nre. d’incognites.

b) No, ja que com que ran (A < nre. d’incognites, el sistema no pot ser compati-
ble determinat.

©) Si, si €s compatible, passant al 2." membre les incognites que calgui.

Quina condicioé ha de complir una matriu quadrada per tenir inversa?

La condici6 necessaria i suficient perqué una matriu, A, quadrada tingui inversa és
que el seu determinant sigui diferent de zero, és a dir, Al = 0.

Siguin A i B inverses una de l'altra. Si |A| =4, quantval |B|?
Si A i B sOn inverses I'una de l'altra, aleshores A - B= I Aixi:

_1 =

lA-Bl=1Al - I1Bl=1Il=1 — |Bl= 1
Al 4

El rang de la matriu de coeficients d’un sistema de tres equacions amb tres
incognites és igual a 1.

Quin rang, com a maxim, pot tenir la matriu ampliada?

Com a maxim, la matriu ampliada podra tenir rang 2.
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48 Hi ha algun valor de a per al qual la matriu ‘ll 4= 2) no tingui inversa?
2 _
‘il @ 2‘ =a’—a*>+2=2=0 pera qualsevol valor de a.
a

Per tant, no existeix cap valor de a per al qual la matriu donada no tingui inversa.

PER APROFUNDIR

49 a) Per a quin valor de a aquest sistema és compatible determinat?

x—2y =1
y+ z=a
X -3z =-1
y—z= 2

b) Pot ésser compatible indeterminat?

Lx=2y = 1| x-2yp =1 1 -2 0 1
Ve zma | x —3z-11 oot o3
X —-3z=-1 y— z= 2 o1 1] 2
y— z= 12 y+ z= 2 01 1 a
-
A
1 -2 0
1 0 3[=1=0 — ran(A =3 = nre. d’incognites
o 1 -1
FILES
120 1 " 120 1
N B RO J T 02 3 2| |23 2
al=10 1 3 2]° 3 01 g 21111 2]=a-14=0
01 1 a 01 1 afl |11 @
- a=14
Per tant {0 Sia=14 — ran (A = ran (A) =3 — Compatible determinat
"leSia=14 — ran(A) =3 = ran(4A) =4 — Incompatible

b) No, pel que hem vist en I'apartat anterior.

50 cCalcula el valor d’aquest determinant i dona el resultat factoritzat:

3 x x x

x 3 x x

X x 3 x

x x x 3
3 X X X 3+3x x Xx X 1 x x x 12
X 3 x X 3+3x 3 x X 1 3 x x 28 _ qa
x x 3 x|®D|[3+3x x 3 x|3 G330 1 x 3 x| -1
X x x 3 3+3x x x 3 1 x x 3 40 =10

Unitat 3. Resolucié de sistemes mitjancant determinants



1 X X X

03-x 0 0 3-x 0 0
B+30 5 o 3_ 0 é)(5+3x) 0 3-x 0 =

0 0 0 3-x 0 0 3-x

=B +30B-03=31+x(x-3)3
(1) Sumem a la 1.2 columna les altres.
(2) Traiem (3 + 3x) factor comu, de la 1.2 columna.

(3) Desenvolupem per la 1.2 columna.

51 Discuteix els sistemes segiients segons els valors dels parametres que con-

tenen:

x=3y+z=a x—y+ z=2
a)lx -z=b b)J 2x+3y— 2z=-8

x +tz=c 4x+ y +az=>b
a) x-3y+z=a 13 1| a

X -z=bl A'=(1 0 -1| b

X +tz=c 1 0 1 c

-
A

lAl=6=0 — ran (A = ran (A) = nre. d’incognites — El sistema és com-
patible determinat per a qualsevol valorde a, b ic

a x— y+ z= 2 1 -1 1 2
2x+3y-2z=-81 A4'=|2 3 2 | -8
4dx+ y+az=>b 4 1 a b
[ ———
A

lAl=5a=0 — a=0
*Si a =0, queda:

U A 1 -1 2
A=12 3 2 | 8|, 5‘=5¢0; 2 3 -8|=5b+20=0 — b=

41 01 b 4 1 b

A

eSia=0ib=—4 — ran(A) = ran (A) = 2 < nre. d’incognites. El sistema
és compatible indeterminat.

eSia=0ib=—-4 — ran(A =2 = ran (A" = 3. El sistema és incompa-
tible.

eSia=0 — ran (A = ran (A" = nre. d’'incognites = 3. El sistema és com-
patible determinat, qualsevol que sigui el valor de b.

Unitat 3. Resolucié de sistemes mitjancant determinants
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PROVES
oPCIO A

1 Una multinacional d’assegurances té delegacions a les ciutats de Madrid, Barce-
lona i Sevilla. El nombre total d’executius de les tres delegacions és de 31. Per-
que el nombre d’executius de la delegacié de Barcelona sigui igual que el de
Madrid, haurien de traslladar-se’n 3 de Madrid a Barcelona. A més, el nombre
dels de Madrid excedeix en un la suma dels destinats en les altres dues ciutats.
Quants executius estan destinats a cada una de les ciutats?

x executius de Madrid, y executius de Barcelona i z executius de Sevilla

x+y+z=31 x+y+z=31 x+y+z=31 32
xX-3=y+3 = x-y=6 = |x-y=6 _>X=7=16
x=y+z+1 x—y—z=1 2x =32

-y=6-16=-10 — »=10
z=31-10-16=5

16 executius estan destinats a Madrid, 10 a Barcelona i 5 a Sevilla.

o (23).._(10)
2 Donades les matnusA—(s 1)1B (1 _5).

a) Calcula les matrius C i D sabent que AC =BD =1.

b) Resol el sistema (C~1 —D™) (; ) = ( 1 )

2
3)25.6162=1O.d1d2=10_>
31 G ¢ 1 -5 ds dy 01
. [2a+3c 2+ 3¢ _ dy d, _(10 .
3C1 + 03 302 + 04 dl — Sd?) dz - 5d4 O 1

Prova de selectivitat



7 7y
T s 2fPTl 2
7 7 5 5

=93.71=1O
aef2 ()

93\ (1o \x\_(1) _ (83\x\_(1)_ [8x+3y=1
31 1 5M\y 2 2 6)\y 2 2x+ 6y =2
x=01y=%

x+2p+taz=1
3 Donat el sistema { —y +z =0
ax +z=a

a) Discuteix-lo en funci6 del valor de a.

1 2 a 1 2 al
A=10o -1 1}4=10-110
a 0 1 a 0 1 a

|A] =-1+2a+a*=0
a=-1+v2i-1-V2
Pera=-1+V2i-1-V2,
ran(A) = ran(A") = 2, sistema compatible indeterminat.
Per altres valors de «,

ran(A) = ran(A") = 3, sistema compatible determinat.

b) Resol-loen el casa = 1.

121
|4 =10 -1 1| =2
101
121 111 1 21
|4¢ =10 -1 1| =2]4,] =10 0 1| =0]|4:]=1]0 -1 0| =0
101 111 101
A A A
(N R YR o NP i IO B
|4 2 4] 2 4] 2
OPCIO B

que verifiquen 4> = A.

1 Troba les matrius A = (a 0 )
c 1-a

Prova de selectivitat



SAPR B R RV
(?Z <19a>2)=(f 1£)a)

at=a )
(1_a)2=1_a}a=11a=0

Pertant,A=(1 O)iA=(O 0
c1

c 0 , on ¢ és qualsevol nombre.

x+y+z=2
2 Donat el sistema {mx +y +(m—-1)z =1
x+my +z =2

a) Discuteix-lo en funcio del valor m.

11 1 2
|A|= mlm—l;|A'|= m 1 m-11
1 m 1 1 m 1 2

|A| =1+ m=0 = m=1
Per m = 1, ran(A) = ran(A") = 2, sistema compatible indeterminat.

Per m = 1, ran(A) = ran(A") = 3, sistema compatible determinat.

b) Resol-lo en el cas dem = 1.
x+ty+z=2
x+y=1
x+ty+z=2

Com que ¢és indeterminat, s’ha de resoldre en funcié d'un parametre. Fem x = A.

{y+ z=2-X\

y=1-A

1=l ol -

A Fy T VAR g RSN
Solucions: x =A; y = _1_;7” =1—K;z=:—1=1

. . (11}, . (10
3 Considerem les matrius B—( o 1) i C—( o 2).

Troba una matriu A de manera que en multiplicar-la per B i sumar-li C a aquest
producte, en resulti 2A.

Prova de selectivitat



a) a 11 + -1 0 _ Zdl 2612

az ag)\0 1 02 2az 2ay

i -1 0 _ Zdl 2@2
0 2 2ﬂ3 2@4

a — 1= 2ﬂ1

a + day = 2@2

ﬂ5=2ﬂ3
as + ag + 2= 2ay

ap ap t dp
as dsz t dj

Solucions: az = 0; ay =-1; a, = -1; a4 = 2

a3

Prova de selectivitat



