7SI S!STEMES D’EQUACIONS.
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Equacions i sistemes d’equacions amb dues incognites

1. Podem dir que les dues equacions segiients son dues “dades diferents”? No és
cert que la segona diu el mateix que la primera?

2x+ y=5
4x +2y =10

B Representa-les graficament i observa
que es tracta de la mateixa recta.

Es tracta de la mateixa recta.

R

I
N

2x+

B Posa un altre sistema de dues equacions amb dues incognites en qué la sego-
na equacio sigui, en esséncia, igual que la primera. Interpreta’l graficament.

x+ y=1
3x+3y=3

Graficament son la mateixa recta:

x+Hy=[1

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



2. Observa les equacions segiients:

2x+ y=5
x—y=1
X +2y=4
B Representa-les i observa que les dues | x-[y=1

primeres rectes determinen un punt [
(amb aquestes dues dades es respo-
nen les dues preguntes: x =2,y = 1)
i que la tercera recta també passa per
aquest punt.

QLD

u

B Dona una altra equacio que també si-
gui “conseqiiéncia” de les dues pri- x—ly=1l
meres (per exemple: 2 - 1la + 3 - 2a),
representa-la i observa que també
passaper x =2,y =1.

(@AND)

Ui

2-la+3-22 — 7x-—yp=13

2x+y=5

3. Observa que el que diu la segona equacio és contradictori amb el que diu la pri-
mera:

2x +y =5
2x +y =7

B Representa-les i observa que es trac-
ta de dues rectes paral-leles, és a dir,
no tenen solucié comuna, perque les
rectes no es tallen en cap punt.

i

2x+ =7

Rx 4y =[5
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B Modifica el terme independent de la segona equacio del sistema que has in-
ventat en ’exercici 1 i representa de nou les dues rectes.

Observa que el que diuen ambdues
equacions és ara contradictori i que
es representen mitjancant rectes pa-
ral-leles.

x+ y=1
3x+3y=0

} Rectes paral-leles:
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1 Sense resoldre’ls, son equivalents aquests sistemes?

x + y—z=5 ){x+y—z=11

+y=5 xX+ty—-z=5
a){"‘y_ b){ 5 9l xvy =7 -
2x —y =7 x+y =7 2x + 2y —z = 12 x+2p—2=7
x+y=75 z=2 z=2 x+y—-z=11
3x =12 x+y =7 x+y =7 y =—4

a) Hem substituit la segona equaci6 pel resultat de sumar les dues que teniem.

b) Hem substituit la primera equacié pel resultat de restar a la segona equacio la pri-
mera.

©) En el primer sistema, la tercera equacié s’'obté sumant les dues primeres. La resta és
igual que a b).

d) Hem substituit la segona equacio pel resultat de restar a la segona equacio la pri-

mera.
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1 Resoli interpreta geométricament els sistemes segiients:
2x + y=1 x+ py+z=06 x+y+z=6 x+y+z=6
a)!3x+2y=4 b) y-z=1 Olx+y+z=0 d) y-z=1
x+ y=3 x +2 =7 x -z=0 z=1

aA2x+ y=1| — yp=1-2x
3x+2y=4 1-2x=3-x = x=-2, y=3-(-2)=5
x+ y=3| — y=3-x

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



Comprovem si compleix la 2.2 equacié: 3 - (=2) +2-5=-6+ 10 = 4,
Solucio: x= -2, y=75. SOn tres rectes que es tallen en el punt (=2, 5).
b)x+ y+2z=06 ) » . .
yoz=1 La 3.% equacio s'obté sumant les dues primeres;
x+2y =7 podem prescindir-ne.

x+y=6-2z] x=6-z-y=6-2z-1-2z=5-2z
y=1l+z| y=1+z2

Solucio: x=5-2N, y=1+A, z=MA SOn tres plans que es tallen en una recta.

Q) x+ y+z=6 Les dues primeres equacions son contradictories.
x+y+2z=0 El sistema és incompatible.
X -z=0 Els dos primers plans son parallels i el tercer els talla.
dDx+y+z=6| =z=1
y—z=1 y=1l+2z=2
z=1 x=6-y-2z=06-2-1=3

Solucio: x=3, y=2, z=1. Son tres plans que es tallen en el punt (3, 2, D.

2 a) Resol el sistema: {x t2=3

x—y=4
b) Afegeix-hi una tercera equacié de manera que continui essent compatible.
c) Afegeix-hi una tercera equacié de manera que sigui incompatible.

d) Interpreta geométricament el que has fet en cada cas.

— - -1
3)9”23/:3} x=3-2y 3-2y=4+y -1=3y — y= 3
xX— y=4 x=4+y _ _ 1_ 11
x=4+y 4__3 3
11 -1
Sol o= —— -
olucio: x 3,y 3

b) Per exemple: 2x+ =7 (suma de les dues anteriors).
¢) Per exemple: 2x+ y=09.

dEna) — Son dues rectes que es tallen en

En b) — La nova recta també passa per (

11 L P
En ¢) — Lanova recta no passa per (— ) No existeix cap punt comu en les

373
tres rectes. Es tallen dues a dues.
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1 Reconeix com a escalonats els sistemes segiients i resol-los:

2x =
@) | ¥ 2 :; b) ! x+y+3z=7
¥-Y= 5x - z=4
2x —2t=6 2x +3z2=0
'J) x +y+3z =7 d) x+3y— z=7
5x — z+ t =4 4x =4
o7
a) 3x =7 3 oo _ 7 =ﬁ
X—2y=5 _x=5 _ 4 Solucio: x 3,y 3
YT 3
b) 2x =0 2x =0 x=3
xX+y+3z=7 S5x - z=4 z=5x-4=11
56 - z=4% x+ty+3z=7 y=7-x-3z=7-3-33=-29

Solucio: x=3, y=-29, z=11

o) 2x —2t=6 2x =06+ 2t x=3+1
x+y+3z =7 5x - z=4-1 z=5x—-4+1t=11+6¢
Sx - z+1=4 X+y+3z=7 y=7-x-32=-29-19¢

Solucions: x=3+ N\, y=-29—-10A, z=11+06\, t=X\

x=1
d2x  +3z=0| 4x = Lo 2X_ 2
x+3y— z=7 2x +32=0 3 3
4x =4 x+3y— z=7 _7-x+z_16
S 9
Solucio: x=1, y=£, z=ﬁ
9 3
2 Son escalonats aquests sistemes? Resol-los:
z+ t=3
y+3z—2t=4 b x+y+z=7
) 2z =2 ) 2x -z =4
x - z+2t=5
_ 2y + z=1
C) x+y+z+t:g d) 2y =1
Xy - x+2p+2z=1

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



a) z+ =3 2z =2 z=1
y+3z-2t=4 z+ t=3 1=3—-2z=2
2z =2 y+3z-2t=4 y=4-3z+2t=5
X - Zz+2=5 X - z+2=5 xX=5+z-2t=2
Solucio: x=2, y=5 z=1, t=2
x=2+E
b) x+y+z=7 2x =4+ z 2
2x  —z=4 x+ty=7-z 3z

y=7—z—x=5—7
Solucions: x=2+N, y=5-3\ z=2\

O Xx+ty+tz+it=3 x =2+y x=2+y
xX—y =2 X+z=3-y-1 z=3-y—1t-2-y=1-2y—1

Solucions: x=2+ A, y=A z=1-2"A—nu, t=1

1
d 2y+ z=1 2y =1 7Y773
2y =1 2y+z=1 2=1-2y=0
x+2y+2z=1 x+2y+z=1 x=1-2y—2=0
Solucio: x =0, y=%, z=0
Pagina 15
3 Transforma en escalonats i resol:

xX—y+3z=-4 x+y+z= 6

aA)lx+ y+ z= 2 b)! x-y-z=-4
x+2y— 2= 06 3x +y+z= 8

Q) x— y+3z=-4 12 X— y+3z=-4 18 x—y+3z=—4
X+ y+ z= 2 2t — 12 2y—2z= 6 22:2 y— z=
x+2y— z= 6 3 -1 3y—4z=10 3 3y—4z=10
12 X—y+3z=—-4 | z=-1
= Y- z=3 ¢ y=3+z=2
-5 —z= 1| x=-4+y-3z=1
Solucio: x=1, y=2, z=-1

b) x+y+z= 06 = x+y+ z= 6 " X+ ytz=6
X—y—z=-4 28— 13 —2y—2z=-10 2. (-2) v o=5
Bx+y+z= 8| P31 2y —2z=-10 yrz

(Podem prescindir de la 3.2, ja que és igual que la 2.%)
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—y=06-z-5+z=1

Solucions: x=1, y=5-\, z=1A

4 Transforma en escalonat i resol:

X -y +3 = 0
3x —2y —5z + 7w =-32
x+2y — z+3w= 18

x—3y + z+2w=-26

x— y+3z = 0 12 x— y+ 3z = 0
3x—2y—5z+ Tw=-32 26-3-12 y—ldz+ 7w =-32
x+2y— z+3w= 18 3 -1 3y— 4z+3w= 18
X—3y+ z+2w=-26 = 2y— 2z+2w=-26
12 x—y+ 32’ = 0 12
2 y—ldz+ TJw=-32 2
=32 38z — 18w = 114 3*:2
42 +2-22 30z + 16w = —90 1532 + 19 - 42
w=20
xX—-y+ 3z = 0
y— 14z + Tw=-32 z=57;%=3
19z— 9w= 57 _ _
4w= 0 y=-32+14z—- 7w =10
x=y-3z=1

Solucio: x=1, y=10, z=3, w=0
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1. Resol aquests sistemes d’equacions mitjancant el métode de Gauss:

x+y+z=2 3x —4y +2z=1 x =2y =-3
a)! 3x-2y—2z=4 Db)l2x-3y+2z=2 O)!{2x+3+z=4
2x+ y+2z=2 5x— y+ z=5 2x + y—-5z = 4
) x4+ p+ z=2 (1 1 1|2 i (1 1 1 2)
3x—2y— z=4 3 2 -1 | 4| - 22-3-10 0 -5 -4 |=2]| -
2x+ p+2z=2| \=2 1 2 |2 Pr2-1 0 3 416
" 1112 x+ p+ z=2) %73
— 20 (D) 05 4|2 S5y +4dz=2 y=2_4z=—2
Fe5e2e3 0 0 8 |24 2z =24 >

x=2-y—-z=1

Solucio: x=1, y=-2, z=3

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



b) 3x—4y+2z=1 3 -4 2|1 o230 7 2 0 |-9
2x—-3y+ z=2 -2 -3 1 2| — 22_3 7 2 0 |-3
S5x— y+ z=5 5 -1 115 5 5 -1 115

Les dues primeres equacions son contradictories. El sistema €s incompatible.

O x-2y =-3 (1 2 0 —5) " (1 2 0 —5)
2x+3y+ z= 4 -2 3 1 4| = 22042 12 0 -1 1 2| —
2x+ y-5z= 4 2 1 514 38218 0 5 5110

12 1 -2 0 |3
> 0 -1 1 |2 > X-2y =3 x=3+2
33 4 5.2 (0 0 0 0) —y+Z:—2} z=-2+ y

Solucions: x=-3+2\, y=A, z=-2+XA

2. Resol mitjancant el métode de Gauss:

2x— y + w=0 2x — y + w= 9
x— yt2z=2 2y + =0 2 + =11
Dlwedpr z=3 B 7 T o TV E L
+y+ -5 5 — y+z+ w=0 S5x— y+z+ w=24
x+ y+5z= Sx -2y —z+2w =0 Sx -2y —z+2w= 0
) x— p+2z=2 1 -1 212 - 1 -1 2|2
—x+3y+ z=3 -1 3 1| 3] = 220+10 0 2 3 5] —=
x+ y+5z=7 11 517 3 =1F 0 2 315
+22=2 Sgogp | YT2T2ETY
N x_zy+32—_5}x_2y:5_sz e
YA y=o -0z VT 2 2
x=2_22+2_5_z=2_7_z
2 2 2
.9 _ 5 _
Solucions: x—?—7k, y—?—sk, z =2\
b)2x—- y + w=0 2 -1 0 1710 18
xX—-2y+z =0 1 =2 1 0|0f_ =2
Sx— y+z+ w=0 5 -1 1 110 3 -12
Sx—2y—z+2w=0| \5 =2 -1 2|0 e=z- 0
2 -1 0 110 12 2 -1 0 10
1 2 1 010 2 1 2 1 010
— ) ) —
30 1 010 3+ 42 40 0 010
1 0 -1 010 <2 1 0 -1 010
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e Si k=3, queda:

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss

[

IS

B
|
[
=
S

S O O

=R
x+ y—z=2
kx+ y+z=0

53

w=9—2x+y=7

0 k
-1 1| 2| =
013

2x—y +w=0 x=0
x-2y+z =0 z=0
4x =0 y=0
X -z =0 w=0
Solucio: x=0, y=0, z=0, w=20
Q) 2x— + w= 9 -1 0 119
xX—-2y+z =11 1 -2 1 0 |11 -
Sx— y+z+ w=24 5 -1 1 1|24
S5x-2y—z+2w= 0 5 -2 -1 210
2 -1 0 1 9 12 2 -1 0
1 -2 1 0 11 pa 1 -2 1
3 0 1 0|15 S s 4 0 O
1 0 -1 0 |-18 # 1 0 -1
2x— y +w= 9
xX—-2y+z = 11
4x = 3
X -z =-18
x= 2 z=x+18=6—9 y—X+Z_11
4 4 2
Solucic: x= =2 y=£ Z=Q w=22
47 47 47 4
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1. Discuteix, en funci6 del parametre %, aquests sistemes d’equacions:
4x + 2y =k 4x + 2y
A x+ y—z=2 b)
kx + y+z=1
a) 4.X‘+2y =k 4 0 4 12
X+ y—z=2 11 -1| 2| - 28
ke + p+z=1 B1o1 |1 5 4 27
12 4 2 0 k
— 2 1 1 -1 2
3 -1 k—=3 0 0 [3-+F



4 2 0 k
11 -1 | 2 X+ y—z=2 X—z=2-Yy
0 0 0 0 4.X'+2y =3 4x —3—2y
S o= 3 Y
YTTE T2

r=x—24y= 3—42y_2+y=—5+2y _ >

Sistema compatible indeterminat.
-5

Solucions: x = % -\ y=2\ z= e + A

e Si k=3, és compatible determinat. El resolem:

X+ y—z=2

4+ 2y =k
(k—3)x =3-k
_3-k__
X 73
_k—dx _ k+4 k
y=——=—F— =2+
2 2 2
z=x+y—2=—1+2+£—2=—1+£
2 2
Solucio: x= -1, y=2+£, z=—1+£
2 2
b) 4x +2y =k [4 2 0 |k 12
x + y_z=2 1 1 -1 2| — 22
ke+ yrz=0 | \& 1 1 [0  we2
" 4 2 0 k
— 28 1 1 -1 2
F =1 k=30 0 |2-k
e Si k=3, queda:
4 2 0 |3
1 1 -1 | 2| Elsistema és incompatible.
00 0 |-

e Si k=3, ¢&s compatible determinat. El resolem:

x+ y—z=2
4 + 2y =k
(k—3)x =2-h

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss




2—k

X =

k-3
y= k—4x _ k*+ k-8

2 2k—6

2-k K +k-8 kR —5k+8

= + -2 = + —2==__-= =
Ty k=3 2k-3) 2k—6

o._2-k _R+k-8 _ kR -5k+8
Solucio: x =3 y kG .z b6

2. Discuteix aquests sistemes d’equacions en funcio del parametre k:

kx +y —z=8 x+ y+ z=1
Al x+y+z=0 b) y+kz=1
2x tz =k x + 2y =k
a) ]ex+y_zz8 Ie 1 —1 8 72 = 22 Ie—l O —2
.X’+y+Z=O 1 1 1 0 — 22 1 1 1
2x  +z=k 2 0 1 k 3 2 0 1
124232 k+3 0 O 8 + 2k
— 2 1 1 1 0
3t 2 0 1 k
e Si k=-3, queda:
0 0 0 2
11 1 0 | Sistema incompatible.
2 01 |3

e Si k= -3, &és compatible determinal. El resolem:

(k+ 3)x =8+ 2k
x+y+z=0
2x +z=k

x=8+2/e
k+3
z=k-2x= K =k=16
k+3
-k —k+8
=_x_ =
Y &+ 3)
o _8+2k _ —K-k+8 __ K -k-16
Solucio: x Pr 3 y T3 713

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



b)x+ y+ z=1 111 12 11 1 1
y+kz=1 01 k | 1| — 2 0 k 1 —
x+2y =k | \1 20 |& 3-1 01 -1 | k-1
" 11 1 1
— 22 0 1 k 1
32— 22 0 0 -1-Fk | k-2
e Si k=-1, queda:
1 1 1 1
0 1 -1 | 1| Sistema incompatible.
00 0 13

e Si k=-1, és compatible determinat. El resolem:

xX+y + z=1
y + kz=1
(-1-Rz=k-2
L k=2 _2-k
-1-k 1+k
— 2 2 2
y+k(2 /e)=1 oy 2k _ 1t k-2kv K _1-k+k
1+ 4k 1+k 1+ k 1+k
2 _ 2
x=l-oyp—z=1 1—k+k 2-k _1+k-1+k-kR-2+k _
1+ k 1+ k 1+4k
_ 2+3k-F
1+k
2 2 _
Solucz’o’:x=_2+5k_k, =1_k+k,z=2 k
1+k 1+ 4k 1+ 4k
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EXERCICIS | PROBLEMES PROPOSATS
PER PRACTICAR

1 Troba, si existeix, la solucio dels sistemes segiients i interpreta’ls grafi-

cament:
=2
3x+y_ x+2p=1
x—y=1
2) 5x — y=4 b) 2x— y=3
2x +2p =1 Sx+ y=8

Els resolem pel metode de Gauss:

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



a3 1 |2 18 3.0 0 4 |-1
1 -1 1 2 1 -1 1
5 -1 | 4 3#-5-2 0 4 |[-1
2 2 11 wozz 0 4 I-1
Podem prescindir de les dues ultimes files, ja que coincideixen amb la primera.
Quedaria:
-1
4dy=-1 — y=—
Y Y=
x—-y=1 — x=1+y=1—%=%

o (2.2
Solucio: (4, 7

El sistema representa quatre rectes que es tallen en el punt (%, _Tl)

b[(1 2 1 12 1 2 1
2 -1 | 3] = 22-2-1° 0 =5 | 1
5 1 18 #-5-1 0 913

De la 2.2 equacio, obtenim y = %1; de la 3.2 equacio, obtenim y = -1

Per tant, el sistema és incompatible.
El sistema representa tres rectes que es tallen dues a dues, perd no hi ha cap

punt comu a les tres.

2 Comprova que aquest sistema és incompatible i raona quina és la posicio re-
lativa de les tres rectes que representa:

x+20=5
3x — y=1
2x +4y =0

Si dividim la 3.* equacio entre 2, obtenim: x + 2y = 0. La 1.* equaci6 és x+ 2y = 5.
Son contradictories, aixi doncs el sistema és incompatible.

La 1.2 ila 3.* equacions representen dues rectes paral-leles; la 2.2 les talla.

3 Resoliinterpreta geométricament el sistema:

-« +2p=0
2x + y=-1
B/2)x-3y=0

-1 2 0 12 -1 210 12 -1 2|0
2 1 1| —» 2+2-1 0 5|-1]—> 2 0 5|1
3/2 =3 0 @3 -3 1 =210 3+ 0 010

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



Solucio: (
o P -2 -1
Geometricament, soOn tres rectes que es tallen en el punt = )

Resol els sistemes segiients pero reconeix préviament que son escalonats:

_ -y+z=1
a) { 2x —lly i —679 b) 9z =2
Y 3x-y+ z=3
x +y—t =2 2x -3y +2=0
<) y tz=4 D) 3x-—y =0
y+t—z-=1 2y =1
_ =09
a) 2x— y= 7 11
11y = -69 Ty _ 4
2 11
Solucio. (i, ﬁ)
11° 11
by —y+ z=1
9z =2 z=% y=z—1=% x=3+%=%
3x—y+ z=3
(2 =7 2
sotac (2, 2., 2]
olucio 39"
) o+ _) z=A\
) x+y—t = y=d—z

. +Zi t=l-y+z=1-(-2+2z=3+2z
y+i—z= X=2-yp+1=2-(4-2)—3+2z=-5+3z

Solucions: (=5 + 3N, 4—N, N, =3+ 2N)
d2x-3y+2z=0

3x— y =0 y=% x=
2y =1

z=-2x+ 3y=%

J_1
36

o (L1 7]
Solucio: (6’ > G

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



5 Resol aquests sistemes d’equacions lineals:

2x + 5y =16 3x+2p+ z=1
a)! x+3jy—2z=-2 b) !5x +3y+3z=3
x + z= 4 x+ y+ z=0
a) 2x + 5y =16 25 0 |16 1 2 50 |16
X+3y—2z=-2 1 3 2 |=2| > 20+2-3° 3301|606
X + z= 4 1 0 1 4 3t 1 0 1 4
12 2 50 |16 125 22 30 016
— 22:3 1 10 2| — 2 110 |2|—
3¢ 1 01 4 3¢ 1 0 114
—3x =6| x=-=2
X+ =21 y=2-x=4
X +tz=4| z=4-x=6
Solucio: (=2, 4, 6)
b)3x+2y+ z=1) (3 2 1 |1 30 11170
Sx+3y+3z=3 53 3|3 —= 2 53 3|3 —
x+ y+ z=0 1 1110 12 3 21 1
18 1 1 1 0 12 1 1 1 0
— 20-5.18 0 2 =2 |3]—- 2 0 -2 2|3
32_3412 O _1 _2 1 _2.5§+22 O 0 2 1
x+y+ z=0
-  2y-2z=3 z=l y=M=—2 X=-y-z
2 -2
2z=1
Solucio: (é, -2, l)
2 2
6 Transforma en escalonats i resol els sistemes segiients:
_ —y+z=1
a){:::3y=_1; b)! x-2y—-2z=2
Y 3x— y+z=3
a)2x— y= 7 (2 —1‘7)_>1a (2 —1\7)_)296_
S5x+3y=-17 5 3 1-17 26+3-12 11 0 4 11
4 -69
=t =2x—7 =
T T

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss
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o 4%
Solucio: (11,—11
b) —-p+z=1 0 -1 1 |1 2
xX—-2y—z=2 1 22 -1 |2 - 1
3x— y+z=3 3 -1 1 3 3
12 1 =2 -112 m
— 20 0 -1 1 1| - 2
=301 0 5 4 | =3 3#+5-28
X—=2y—2z=2
2
— —-y+z=1 z=§ y=z-1=
9z =2
Solucio: (E, i, 2)
399
7 Resol:
x+t y— =z=1 3x+4— z= 3

a)!{3x+2p+ z=1 b)!6x-06y+2z=-16

S5x+3y+3z=1

=

® R W

3x+2y+ z=1

a) x+ y— z=1 11 -1
3 2
Sx+3y+3z=1 5 3

1
1 1
3 11

18 1 1 -1
- 2 0 -1 4

=202 0 0 O 0
y=4z+2
x=1-y+z=1-Ulz+2) +2z=-1-32
z=A

Solucions: (=1 — 3\, 2+ 4\, M)

b) 3x+4y—- z= 3 3 4 -1 |3 32
6x—6y+ 2z=-16 6 6 2 |-16| - 2
X— y+2z= -6 1 -1 2 | -6

Juy

1 -1 2 -6 12
-3 0 0 -5 |10 — 2

—3-1]2 O 7 _7

W

[3S)
LI

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss

|
[V SN
—_
B

x— y+2z= -6

— 28
33 _

—

-y +4z=-2

1
_2) oxty- z=1

-1
1
1
-2 -1
-1 1
0

1
-1
-2

!

-1
4
8

1
-2
—4

E



x—y+2z=-6

- =2

y- z= 3

y=3+z=3-2=1
XxX=-0+y-2z=-6+1+4=-1

Solucio: (-1, 1, -2)

8 Raona si aquests sistemes tenen solucio i interpreta’ls geomeétricament:

a)) X+t—-z=3 b) ~x+3y+6z=3
2x + 4y —2z =1 2/3x —2y —4z = 2

W) xt2y- z=3 Si dividim la 2.* equaci6 entre 2, obtenim:
2x+4y—-2z=1
X+ 2y—z= %, que contradiu la 1.2,

El sistema és incompatible. Son dos plans paral-lels.

b)  —x+3y+6z=3

(2/3%) — 2y— 4z =2 } Si multipliquem per — % la 1. equacio, obtenim:

Ex— 2y —4z= -2, que contradiu la 2.* equacio.

3

El sistema és incompatible. Son dos plans paral-lels.

9 Resol, si és possible, els sistemes segiients:

x+2p+z= 9 _
B T R ae ot
2x— y+z= 5 TyTEES
X +2p— z=1 2x -3y +z2 =0
Ol2x—4y+2z=3 dD!3x-y =0
x+ y+ z=2 4x+ y —z=0
a) x+2y+z= 9 1 2 1 9 i 1 2 1 9
x— y—z=-10 1 -1 -1 |-10f = -20+1° 0O 3 2|19 —
2x— y+z= 5 2 -1 1 |5 F-2-1 0 -5 -11-13

12 1 2 1 9 X+2y+ z= 9
— 0 3 2 | 19| = 3p+22=19

715305 0 -7 0 |7 Ty =7
y=1 z=19;3y=8 x=9-2y—z=-1

Solucio: (-1, 1, 8)

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



b) x+2y+z=3 (1 21 3) L B (1 2 1 ‘5) -
20— y+z=-1 2-111-1 —2*+2z-12 05 117
_J_Z
xX+2y=3-z Y7573
Sy=7-% 3 a_oyo3_, M 22 1 32
XNZ3-Em2y=d-Em oo
Si fem z = 5\, les solucions son: (%—37», %—?\, 5?\)

O —x+2y— z=1 -1 2 -1 |1 32 1 1 1 |2
2x—4y+2z=3 2 4 2 | 3> 2 2 4 2 | 3| -
x+ y+ z=2 11 1 12 : -1 2 -1 11

12 1 1 1 2 12 1 1 12
- »-2-1 0 6 0 |-1]—> 22+2:3 00015
3+ 0 3 0 3 3 03 013

La segona equacio €s impossible: 0x + 0y + 0z = 5.

El sistema és incompatible.

d2x-3y+2z=0 2 3 110 12 2 3 110
3x—y =0 3 -1 0|0|— 2 3 -1 00| —
dx+ y—z=0 4 1 =110 ¥+ 6 -2 010

12 2 -3 11|60 ) + =0
- 2 3 1 0| 0] 2¥"3*2"
3@-2-22 0 0 010 3x—y =
y=3x
Zz=-2x+3y=-2x+9x=7x
x=A

Solucions: (\, 3\, 7\)

10 Resol pel métode de Gauss.

X +2z =11 x+y+z+t=1
x +y =3 x—y+tz—-t=0
a) y+z=13 b) x+y—z—-t=-1
x+y+ z=10 x+ty+tz—t= 2

x-3y—- z=-1
x+5+3z=3
x+ y+ z=1
3x+7y+5z= 5

2x+ y+32=0
O)l4x+2p— 2=0 4
6x +3y +2z=0

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



A x  +2z=11 10 2 |11 n 10 2 |11
x+y = 3 1 1 0 3 2212 0 1-2|-8
— ; —
y+ z=13 01 1 |13 3 01 1 |13
x+y+ z=10 11 1 |10 s 01 -11-1
12 1 0 2 11 12 1 0 2 11
2 01 -2|-8 2 0 1-2|-8
— —
3 -2 00 3 |21 334 00 01O
s 00117 s 00117
+ =
ISR BT S SO G Py
y—2z=-8
x=11-2z=11-14=-3
z= 7
Solucio: (3,6, 7)

Dx+y+z+t= 1) [1 1 1 11 1 11 1 11
x—y+z—t=0|[1-1 1 -1]|0|_ 2-n 0-2 0 =2 |-1|_,
x+y-—z—t=-1 11 -1 -1/|-1 31 00 —2 —2|=2
x+y+z—t=2|\11 1 -1/2 - 00 0 -211

x+y+z+ =1

2y —2r=-1
z+ =1
—2t= 1
t=—% z=1—t=1+%=% y= 21‘__21=1 x=1l-y—z—t=-1
Solucio: (—1, 1, é, —l)
2 2
) 2x+ y+3z=0 21 310 12 21 310
dx+2y— z=0 4 2 -1 0] - 22-2-1° 0o 0 -7 0 —
6x+3y+2z=0 6 3 2 0 3¥-3-10 00 =710
z=0
> X y+32=0 y=-2x Solucions: (h, =2M\, 0)
—7z=0
x=A\
d x—3y— z=-1] [1 -3 -1 | -1 . 11 1 |1
X+5y+3z= 3 15 3 3 a 1 5 3 3
x+ p+ oz= 1 1 1 1 17 1 3 -1 |-1|
3x+7y+5z= 5 3 7 5 5 4 3 7 5 5

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



18 1 1 1 1 18 1 111
23 _ qa 0 4 2 2 2.2 0 2 1 1
T 0 -4 2 | =2 7 sa+m 00010
40=3-1 0 4 2 2 4 -2 00 010
z=1-2y
x+y+z=1
- N x=1-y—-2z=1-y-1+2y=y
2y+z=1 =
Solucions: (A, A, 1—-2MN)
11  Classifica els sistemes segiients en compatibles o incompatibles:
x+ty+z=3 x+ty+z=3
aA)lx+y—-z=3 b)l2x-y+z=2
z=0 x—y+z=1
A x+y+z=3 x+y=3
x+y—z=3 x+ y=3 | Compatible indeterminat.
z=0 z=0
b) x+y+2z=3 1 1 113 12 1 1 1 3
2x—y+z=2 |2 -1 1|2 > 2-21 0 3 -1 | 4| —
x—-y+z=1 1 -1 111 -1 0 -2 0 | =2
— Compatible determinat.
PER RESOLDRE
12 Estudia els sistemes segiients i resol-los pel métode de Gauss:
x—-2p-32z=1 2x -3y +z=0
a) x—4 —-5z=1 D! x+2p-2=0
—2x +2p +4z =2 4x+y—-z=0
A x-2y-3z=1 1 -2 =3 1 12 1 -2 -3 1
x—4y-5z= 1 1 -4 -5 1| — 2-1 0 -2 -2 0
2x+2p+4z=-2| \-2 2 4 | =2 2 -1 1 21 -
12 1 -2 -3 1 12 1 -2 -3 1
- 20:(2) 0 1 1 o — 2 0 1 1 0
a1 0 -1 110 32 0 0 01 0

Sistema compatible indeterminat. El resolem:

x—2y—3z=1|x-2y=1+3z2 = x=1+3z+2y=1+3z-2z=1+z2
y—z=0 =—-z

Solucio: (1 + N\, =\, \)

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



b)2x-3y+2z=0 2 -3 110 12 2 -3 110
X+2y—2z=0 1 2 -1 — R 3 -1 0|0 —
dx+ y—z=0 4 1 =110 ¥+l 6 =2 010

12 2 3 1|0
- 2 3 -1 0 | 0| — Sistema compatible indeterminat.
3oz 00 010
- y=3x
El resolem: 2X 73+ Z=0 [ _ Hy 3y=-2x+9x=7x
3x—y =0 B
x=A
Solucions: (N, 3\, 7N)
Pagina 25
13 Estudia i resol aquests sistemes pel métode de Gauss:
-~ + y+3z=-2 y+z=-1

a)] 4x+2p— z= 5 b)Ix-y =1
2x+4y—-T7z= 1 X+ 2y +3z=-2
S5x +2y+3z= 4 x—y+3z-141=0

Al2x+2p+ z= 3 d) | 2x-2y+3z+ =0
x—-2p+2z=-3 3x—3y +5z+ 6£=0

) —x+ y+3z=-=2)[-11 3 |=2 1 11 3 | -2
4x+2y— z= 5 4 2 -1 |5]— 20+4-1° 0 611 |-3|—
2x+4y—Tz= 1 2 4 -7 11 34210 06 -11-3

12 -1 1 3 -2
- 2 0 6 11 | =3 | — Sistema compatible determinat.
-z 0 0-121 0
—Xx+y+ 3z=-2 1 3
El resolem: 6y+11z=-3 y=-5 x=y+3z+2=?
z= 0
Solucio: é,—l,O)
2 2

b) y+ z=-1 0 1 1 |- 2 1 -1 0|1
x— Y =1 1 -1 0| 1|— 1 o 1 1 |-1|—
X+2p+3z=-2 1 2 3 1-=2 3 1 2 3 |=2

1 1 -1 0] 1 1 1 -1 0] 1

— o 0 1 1| -1|— 2 0 1 1| -1

-t 0 3 3| -3 3302 0 0 01l 0

Sistema compatible determinat. El resolem:

Unitat 7. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



X=y =1 =—1-y Solucions: (1+ X, N, =1 —=XL)
y+tz=- -
y=»A
O Sx+2y+3z= 4 5 2 3| 4 3 1 -2 2 |-3
2x+ 2+ z= 3 2 2 1 3 = 20 2 2 1 3| —
x—2y+2z=-3 1 -2 213 B 5.2 31 4
12 1 2 2 —3 = 1 -2 2 _3
> 2a_2.1a 0O 6 -3 9 — 22:3 0o 2 -1 3
38 _5.12 O 12 _7 19 3 —2-2 O 0 —1 1

Sistema compatible determinat. El resolem:

X—2y+2z=-3 z=-1
2y— z= 3 y=1
—z= 1 x=-3+2y-2z=1

Solucio: (1,1, -1)

2x—=2y+3z+ t=0112 23 1
3x-3y+5z+ 6t=0|\3 -3 5 6

a
a

d x— p+3z-14t=0](1 -1 3 =14 |0 12
0|— 220-2-1

0 3-3-1

12 1 -13 -14|0
— 22 0 0 -3 29 0
—-22+3-3 000 2810

Sistema compatible indeterminat. El resolem:

Il
> oo

X—y+3z-14t=0
-3z +29t=0
28t=0

t
z
X
y

Solucions: (A, A, 0, 0)

14 Discuteix els segiients sistemes d’equacions:

x—-y— z=R x+ y—2=0
a) x—y+2z=1 b) x+3y+ z2z=0
2x +y +kz =0 3x +ay +4z =0
x=2p+ z=1 3x +2y taz =1
ADlmx+ y— z= 1 d5x+3y+3z2=2

3x +4y — 2z =-3 x+ y— z=1

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss

1 -13 -14
0 0 -3 29

0 0 —4 48

0
0
0

)e



a) x—y— z==k 1 -1 -1 | & 12 1 -1 -1 k
X—y+2z=1 1 -1 2 1] — 22-17 0 0 3 1-4Fk
2x+ y+ kz=0 2 1 k 0 3¥-z-18 0 3 k+2 —2k
Sistema compatible determinat per a tot k.

b) x+ y— z=0 11 -11]0 12 1 1 110
x+3y+ z=0 1 3 1 o] - 22-1¢ o 2 2 |0]—
3x+ay+4z=0 3 a 410 3¥-3-1 0a-3 7 10

12 1 1 =110 12 1 1 -11]0
— 2.2 0 1 1 0] — 20 0 1 1 0
3 0a-3 7 10 3¥-7-2 0 a-10 0 | O
eSi a=10 — Sistema compatible indeterminat
eSi a=10 — Sistema compatible determinat

O x-2p+ z= 1 1 -2 1 1 12 1 -2 1 1
mx+ y— z= 1 m 1 -1 1] — 3 3 4 2| 3| —
3x+4y—2z=-3 3 4 213 2 m 1 -1 1

1 1 2171
— 2r+2-01 5 0 0] -1

B+ m+1 -1 0| 2
Compatible determinat per a tot m.

d)3x+2y+taz=1 3 2 a |l 3¢ 11 -1 1
S5x+3y+3z=2 53 3 |2 —= 2 53 3 |2 —
x+ y— z=1 1 1-111 0 32 a |1

12 1 1 -1 |1 18 1 1 -1 1
— 22_5.12 0 =2 8 3| — 28 0 -2 8 -3
3-3-10 0 -1 a+3| -2 2342 0 0 2-2al 1

2-2a=0 — a=1
eSi a=1 — Sistema incompatible

eSi a=1 — Sistema compatible determinat

15 Discuteix els sistemes segiients i resol-los quan sigui possible:

2x—-y = 4 2x+ y—- z=1
Al x+y/2=22 bl x-2y+ z2=3
x tkRy = 2 5x -5y +2z =m

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



A2x—y = 4 2 -1 4 12 2 -1 4
—x+ Y2 ==2 -1 1/2 | 2] = 2-22+1° 0 0 0
x+ky = 2 1 & 2 2:3-1 0 2k+1 10
o Si k=- % — Sistema compatible indeterminat. El resolem:

2x—y=4 — {y - ix_4 Solucions: (\, 2\ — 4)
x =

eSi k=-— % — Sistema compatible determinat.

2x— y=4| »=0
2k+1Dy=0 2

Solucio: (2, 0)

b)2x+ y— z=1 (2 1 -1 1) = (1 2 1 5)
xX—2y+ z=3 1 -2 1 31— B 2 1 -1 |1/|—
S5x—=5y+2z=m 5 5 2 1m 3 5 5 2 Im
12 1 -2 1 3 12 1 -2 1 3
- 2-2-18 (O 5 -3 -5 - 2 (0 5 -3 -5 )
=51 0 5 31m-15 -2 0 0 0 | m-10

eSi m=10 — Sistema compatible indeterminat. El resolem:

_S+3z_ . 3z
xX—-2y+ z= 3 - 5 b 5
y=32=-5 x=3+2y—z=3—2+6—2—2=1+E

5 5
Fent z = SA.
Solucions: (1 + A, =1 + 3\, 5N)

eSi m=10 — Incompatible

16 Resol pel métode de Gauss el sistema segiient i interpreta’l geométricament:

x—-—3- z=-1
x+5+3z=3
x+ y+ z=1
3x +7y +5z= 5

x—-3y— z=-1 1 3 -1 ] -1 a 1 1 1 1
X+5y+3z= 3 15 33| _, = 15 3| 3|,
x+ y+ z=1 1 1 1 1 & 1 -3 -1 -1
3x+7y+5z= 5 3 7 515 o 3 7 515

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



12 1 1 1 1 12 1 1 1 1
., z-nm 0 4 2| 2| _ =2 0 21111
3 s 0 -4 -2 | =2 32 00010
$-3-1 0 4 2 2 L= 00010
o x+ty+tz=1 izi:iy_z=y
2y+z=1 y=n

Solucions: (h, A, 1 —2MN). So6n quatre plans amb una recta en coma.

17  Resol cada un dels sistemes segiients per als valors de m que el fan compatible:

_ X —y—2z=2
x+2p=3 2x+ y+3z=1
Al2x— y=1 b) _
bx + 3y = 3x + z=3
y =m x+2p+5z=m
a) x+2y=3 1 213 12 1 2 3
2x— y=1 2 -1 1| — 22-2-1° 0 -5 -5 —
4x+3y=m 4 3 |m 3-4-1 0 -5 | m—-12
12 1 2 3
—  28:(-5) 0 1 1
3 -2 001l m-7
eSi m=7 — Sistema compatible determinat
X+ 2y=3
=3-2y=1
b1 } x=3-2y
Solucio: (1, 1)
eSi m=7 — Sistema incompatible
b) x— y—-2z=2 1 -1 -2 2 1a 1 -1 =2 2
2x+ y+3z=1 2 1 3 1), 2z2-2-2 03 7| 3 _
3x + z=3 3 0 113 S 03 7| -3
X+2y+5z=m 1 2 5 |m - 03 7| lm=-2
12 1 -1 2 2
2z 0 3 7 =3
-z 0 0 0 0
oz 0 0 01 m+1

eSi m=-1 — Sistema compatible indeterminat

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



X— y—2z= 2
3y+7z=-3
Fent z= 3\

x=2+y+22=2—1—7

7z

Solucions: (1 —\, =1 =7\, 3M)

eSi m=-1 — Sistema incompatible

18 Discuteix i resol en funcioé del parametre:

X +tmy + z= 2
2x— y+2z=0
—3z =2

a)

=X

a)—x+my+ z= 2

1
0
0

2— y+2z= 0

—X —3z=-2
1§

— 22210
33 4 1

eSi m=1

x +3z=2
y+idz=4

x+ y+ z=0

b) ! 3x +2y+az =5
2x+ y+ z=3
1 m 1| 2 3
2 -1 2 ol — 2
-1 0 31 =2 S
0o 3 2 12
-1 4 | 4| - -2
m 4 4 3+

—  Sistema compatible indeterminat

xX=2-3z
y=4-4z
z=A\

Solucions: (2 — 3\, 4 — 4N, \)

eSi m=1 — Sistema compatible determinat

X

+3z=2

y+dz=4
=0

(m—- Dy

b) x+ y+ z=0
3x+2y+az=>5
2x+ y+ z=3

12
2a_ .12
32_3.12

|

1

0
0

|

[NSRRONI

y=0
z=1
x=2-3z=-1
1 110 12 1
2 a |5 = 3 2
1 113 Z 3
1 1 0 12
1 -1 3] - =
_1 a_a 5 32 _pa

eSi a=2 — Sistema incompatible

eSi a=2 — Sistema compatible determinat. El resolem:

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss

|

S,

+22=1-2

3
1 0 3
2 -1 2
-1 m 1
1 0 3
0 1 4
0 m—-1 0

S O -

QA ==

S = =

Solucio: (=1, 0, 1)

0
3 —
5

1

1
a—2




y+ =3
(a-2)z= 2

2
Z=

a—2
- 2 o a2 2 _4-3a
Y 5-= 3 -2 a—2
_ . __—4+*3a 2 _3a-6
M a—2 a—2 a—2

. (3a-6 4-3a 2
501“”0'(@-2’ a-2" a-2

19 Discuteix els sistemes segiients segons els valors de a i interpreta’ls geome-

tricament:
= x—=y = 1
a){o‘x_y 1 b) | 2x + 3y —52=-16
x—oy=20-1 _
x+toy—z= 0
A ox— y= 1 (oc -1 1 . a -1 1
x—oy=2a-1 1 —o 20-1 2-a-12 0 1-0? 202-0-1
a=0

eSi a=1, queda:
1 -1 11 . . . . . S
0 0 lo Sistema compatible indeterminat. SOn dues rectes coincidents.

e Si a=-1, queda:

(—1 -1

0 0 ‘ 2) Sistema incompatible. Son dues rectes paral-leles.

eSi a=1 i a=-1 — Sistema compatible determinat. Son dues rectes se-

cants.

b) x— y = 1 1 -1 0] 1 12 1 -1 0] 1
2x+3y—-5z=-16 2 3 5|16 = 2-2-12 0 5 -5|-18|—
x+oy— z= 0 1 o =11 0 -1 Oa+1 -1 -1

12 1 -1 O 1
- B 0 5 -5 | 18
R 0 5o 0 | 13

eSi a=0 — Sistema compatible determinat. Son tres plans que es tallen en
un punt.

eSi a=0 — Sistema incompatible. Els plans es tallen dos a dos, pero no hi
ha cap punt comu als tres.

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



20

21

Es considera el sistema d’equacions lineals:

X + 2y +3z=1
x + ay + 3z =2
2x +(2+a)y +6z=3

a) Troba un valor de a per al qual el sistema sigui incompatible.

b) Discuteix si hi ha algun valor del parametre a per al qual el sistema sigui
compatible determinat.

c) Resol el sistema per a a = 0.

X+ 2y+3z=1 1 2 3 2 1 2 311
X+ ay+3z=2 1 a 3 — 22-12 0a-2 0|1] —
2x+ QR+ ay+6z=3 22+a 6 ¥-2-10 0a-2 011

12 1 2 3 1
- 2 0 a-2 0 1
-2 0 0 010

aa=2
b) No existeix cap valor de a per al qual el sistema sigui compatible determinat.

©) Si a=0, queda:

y=—1/2
X+2y+3z 1} o — 1+3z—1 —~ x=2-3z
l

Solucions: (2 — 3\, )

Considera el sistema d’equacions:

2x -2y — z= 4
x+2p—-2z=-1
x - z=1
a) Hi ha una soluci6 en qué y sigui igual a 0?
b) Resol el sistema.

c) Interpreta’l geométricament.

2x—-2y— z= 4 2 =2 1] 4 : 1 0 -1 1 18
x+2y—2z=-1 1 2 2| -1|— 2 1 2 2| 1]—- 22-12
X - z=1 1 0 111 - 2 2 11| 4 3_2.12
10 -1 1 s 10 <11

02 1| 2| > = (o 5 1| | x —=z= 1}
02112 s 00 0o - F=72

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss



-—z=1 z=72
- — X%
)y —Z=—2} x=1+z=3}

Solucio: (3,0, 2)

b)x=1+z=1+2y+2=3+2y
z=2y+2
y=»A

Solucions: (3 + 2\, A, 2\ + 2)

¢) Son tres plans que es tallen en una recta.

22 En una gelateria determinada, per una copa de la casa, dues orxates i quatre
batuts et cobren 34 € un dia. Un altre dia, per 4 copes de la casa i 4 orxates
et cobren 44 €, i un tercer dia, et demanen 26 € per una orxata i quatre ba-
tuts. Tens motius per pensar que algun dels tres dies t’han presentat un
compte incorrecte?

Anomenem x el preu d’una copa de la casa, y el preu d’'una orxata, i z el
preu d’un batut. Aixi doncs, tenim que:

X+ 2+ dz=34 | x+2p+ 4z=34| (1 2 4 | 34 18
4x + 4y =44 Lx+ y =11¢|1 1 0 | 11| — 12-22
y +4z=26 y+4z=26[\0 1 4 | 26 3
1 10 11 12 1 1 0 11
0 1 4 23) - 2 01 4 23
0 1 4 26 ¥-2 0 0 0 3

El sistema és incompatible. Per tant, algun dels tres dies than presentat un compte
incorrecte.

23 Dos amics inverteixen 20 000 € cada un. El primer col-loca una quantitat A al
4% d’interes, una quantitat B al 5% i la resta al 6%. L’altre inverteix la matei-
xa quantitat A al 5%, la B al 6% i la resta al 4%.

Determina les quantitats A, B i C sabent que el primer obté uns interessos de
1050 € i el segon de 950 €.

A+ B+ C = 20000 A+ B+ C= 20000
0,044 + 0,05B+ 0,06C= 1050 | 44+ 5B+ 6C = 105000
0,054 + 0,06B + 0,04C= 950 54+ 6B+ 4C= 95000

1 11 20000 12 1 1 1 | 20000 18
4 5 6 |105000| — 2¢-4-1° 0 1 2| 25000 — 2
5 6 4 95000 F-s5-1 0 1 -11 -5000 32
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1 1 1 | 20000 A+ B+ C=20000 C'= 10000
0 1 2 | 25000| — B+ 2C= 25000 B= 5000
0 0 3 | 30000 3C = 30000 A= 5000

Solucio: A=5000€; B=5000<€; C=10000€

Pagina 26

Una botiga ha venut 600 exemplars d’un videojoc per un total de 6384 €. El
preu original era de 12 €, pero també n’ha venut copies defectuoses amb des-
comptes del 30% i del 40%. Si sabem que el nombre de copies defectuoses ve-
nudes va ésser la meitat del de les copies en bon estat, calcula a quantes co-
pies se li aplica el 30% de descompte.

Anomenem x el nombre de copies venudes al preu original, 12 €; y el nombre de
copies venudes amb un 30% de descompte, 0,7 - 12 =84 €;i z el nombre de co-
pies venudes amb un 40% de descompte, 0,6 - 12 =72 €.

Aixi:
X+ y+ z=0600 ‘
= 000
. + - 6384 X+ty+z
120+ 8,4y + 7,22 = 63 12x + 8,4y + 7,22 = 6384
X X—2Y—-2z=0
y+z > Y
1 1 1 | 600 12 1 1 1 |600 12
128472 | 6384 — -—2t+12-1° 0 3648|816 — 2
1221 0 = & I 0 3 3 [600 3:3
1 1 1 |600 il 1 1 11600
03648816 — 3 0O 1 1 200
0O 1 1 |200 2-36-3 0 0 1,21 96

x+y+ z=0600] =z= 80
y+ z=200 y=120
1,2z= 96 x = 400

Solucio: El 30% de descompte es va aplicar a 120 copies.

Un caixer automatic conté 95 bitllets de 10, 20 i 50 € i un total de 2000 €. Si
el nombre de bitllets de 10 € és el doble que el nombre de bitllets de 20 €,
descobreix quants bitllets hi ha de cada tipus.

Anomenem x el nombre de bitllets de 10 €; » el nombre de bitllets de 20 €,1 =z
el nombre de bitllets de 50 €. Veiem que:

x+ y+ z= 95| x+ y+ z= 95| 3x + z= 95
10x + 20y + 50z = 2000 | x+ 2y + 5z = 200 4y + 5z =200
X =2y X =2y x =2y
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z=95-3y

4y+5(095-3)) =200 — 4y+475-15y=200 — 275=11y

y=25 — z=20 — x=50

Solucio: Hi ha 50 bitllets de 10 €, 25 bitllets de 20 € i 20 bitllets de 50 €.

26 Es disposa de tres caixes A, B i C amb monedes d’1 euro. Se sap que en total
hi ha 36 euros. El nombre de monedes de A excedeix en 2 a la suma de les
monedes de les altres dues caixes. Si es trasllada 1 moneda de la caixaBa la
caixa A, aquesta tindra el doble de monedes que B. Esbrina quantes monedes

hi havia en cada caixa.

Anomenem x el nombre de monedes que hi ha a la caixa A, y el nombre de mone-
des que hi ha a la caixa B, 1 z el nombre de monedes que hi ha a la caixa C. Veiem que:

x+y+z=36 x+y+2z=306 x+ y+z=36
xX=y+z+2 X—y—z=2 x—- y—z= 2
x+1=2(y-D| x+1=2y-2 x—2y =-3

Sumant les dues primeres equacions: 2x =38 — x=19

xX+3 _
2

De la 3.2 equaci6 — y= 11

z=36-y—x=06

Solucio: Hi havia 19 monedes a la caixa A, 11 alaBi6ala C.

27 Un especulador adquireix 3 objectes d’art per un preu total de 2 milions d’eu-
ros. Si els ven, espera obtenir-ne uns guanys del 20%, del 50% i del 25%, res-
pectivament, amb la qual cosa el seu benefici total seria de 600 000 €. Perd
n’aconsegueix més, perque amb la venda obté guanys del 80%, del 90% i del
85%, respectivament, la qual cosa li dona un benefici total d’1,7 milions d’eu-

ros. Quant li va costar cada objecte?

Anomenem x el que li va costar el 1." objecte (en milions d’euros); y, el queli va

costar el 2." objecte, i z, el que li va costar el 3." objecte. Tenim que:

x+ py+ z=2 x+ y+  z= 2 11 1 2
02x+0,5y+0252=0,6 } 2x+5y+25z= 6 2 525|6|—
0,8x+09y+085z=17 | 8x+9y+85z=17 8 9 85117
12 1 1 1 2 12 1 1 1 2] x+yp+ z=2
ST 03052 > 2-3 02 0 |1 2y -
3-8-18 01051 3 01051 Y+052=1
=05 z=12Y x=2-y-2z=05
y=_y, 05 y )

Solucio: El 1." objecte li va costar 0,5 milions d’euros (500000 €), el 2.7 li va costar

0,5 milions d’euros (500000 €) i el 3." li va costar 1 milié d’euros (1000000 €).
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Una empresa disposa de 27 200 € per a activitats de formacio dels seus cent
empleats. Després d’estudiar les necessitats dels empleats, s’ha decidit d’or-
ganitzar tres cursos: A, B i C. La subvencio per persona per al curs A és de
400 €, per al curs B és de 160 €, i de 200 € per al C. Si la quantitat que es
dedica al curs A és cinc vegades major que la corresponent al B, quants em-
pleats segueixen cada curs?

Anomenem x el nombre d’empleats que segueixen el curs A, el nombre d’em-
) )

pleats que segueixen el curs B, i z, el nombre d’empleats que segueixen el curs C.

Veiem que:

x+ y+ z =100 x+ y+ z=100 x+ y+ z=100
400x + 160y + 200z = 27 200 10x + 4y + 5z = 680 10x + 4y + 5z = 680
400x =5-160y | 400x = 800y x =2y

3y+ z=100 z =100 - 3y
24y +52=680 [ 24y+5(100 - 3y) = 680

24y +500 - 15y=0680 — 9y=180 — y=20 — z=40; x=40

Solucio: 40 empleats segueixen el curs A; 20 empleats segueixen el curs B, i 40 em-
pleats segueixen el curs C.

L’Antoni té un any més que en Joan, i en Lluis, un més que ’Angel. Determina
I’edat dels quatre sabent que la d’en Lluis és la suma de la tercera part més la
setena part de la de ’Antoni i que la de ’Angel és la suma de la quarta part
més la cinquena part de la d’en Joan.

Anomenem w l'edat de 'Antoni, x la d’en Joan, y la d’en Lluisi z la de ’Angel.

w=1+x
y=1+=z o

W W - 10w+ 21yy 10 —>_10x+21z=_11}—>
y==t= a ~ —9x+20z= 0

3 7 Ox+  20z= 0 9x+ 20z
PO

45

— —200z + 189z = 99
z=9; y=10; x = 20; w = 21;

Solucié: 'Antoni té 21 anys, en Joan 20, en Lluis 10 i 'Angel 9.

Tres amics acorden jugar tres partides de daus de forma que, quan un perdi,
donara a cada un dels altres dos una quantitat igual a la que cada un posseei-
xi en aquell moment. Cada un va perdre una partida, i al final cada un tenia
24 €. Quant tenia cada jugador en comencar?

Fem una taula que resumeixi la situacio:
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COMENCAMENT 1.% PARTIDA 2.* PARTIDA 3.* PARTIDA
1." QUE PERD x X—y—z 2x—2y—2z 4 — 4y -4z
2. QUE PERD Y 2y —-x+3y—z | 2x+06y-2z
3." QUE PERD z 2z 4z —-Xx—-y+7z
dx—4y—4z=24 x— y— z= 0 1 -1 -1 16 1
2x+6y-2z=24 t —x+3y— z=12 -1 3 -1 | 12] - 2+n
—X— y+7z=24 | —x— y+7z=24 -1 -1 7 |24 e
1-1-116 12 1-1-11]6 12 1-1-116
0 2 -2 (18] — 2=:2 o1 -1, 9|—> 2 01 -11]9
0 -2 6 |30 S 0-1 3 115 32 00 2 |24
X—y—z= 6] z=12
y—z= 9 y=9+z=21
2z=24 | x=6+y+z=39

Solucio: El jugador que va perdre primer tenia 39 €; el que va perdre en segon lloc
tenia 21 € i el que va perdre en tercer lloc tenia 12 €.

Un joier té tres classes de monedes: A, B i C. Les monedes de tipus A te-
nen 2 grams d’or, 4 grams de plata i 14 grams de coure; les de tipus B tenen
6 grams d’or, 4 grams de plata i 10 grams de coure; i les de tipus C te-
nen 8 grams d’or, 6 grams de plata i 6 grams de coure. Quantes monedes de
cada tipus ha de fondre per obtenir-ne 44 grams d’or, 44 grams de plata i

112 grams de coure?

Anomenem x el nombre de monedes que cal fondre de tipus A, y les de tipus B,

i z les de tipus C

La informaci6 que tenim sobre la composicié de les monedes és:

TIPUS OR (g) PLATA (g) COURE (g)
A 2 4 14
B 6 4 10
C 8 6 6
2x+ 6y+8z= 44 x+3y+4z=22
Per tant: 4x+ 4y+6z= 44 | 2x+ 2y + 3z =22
l4x+ 10y + 6z=112 | 7x+ 5y + 3z =56
1 3 4 22 12 1 3 4 22
2 2 3 22| - 2-2-1° 0 4 -5 ‘ 22| —
7 5 3 56 3#-7-1 0 -16 -25 -98
12 1 3 4 22
—- 2 0 4 5 22
Aean 00 -5 | -10
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_ z=2
x+2y+ 4z= 22 225
y+5z= 221 y= 7 =3

IR IV S S

Solucio: Ha de fondre 5 monedes de tipus 4, 3 de tipus B i 2 de tipus C.

32 Un fabricant produeix 42 electrodoméstics. La fabrica abasta 3 botigues, que
demanden tota la producci6. En una certa setmana, la primera botiga va sol-li-
citar tantes unitats com la segona i tercera juntes, mentre que la segona va de-
manar un 20% més que la suma de la meitat d’allo que s’ha demanat per la
primera, més la tercera part d’alldo que s’ha demanat per la tercera. Quina
quantitat en va sol-licitar cada una?

Anomenem Xx la quantitat que va sollicitar la 1.2 botiga; y, la que va sol‘licitar la
2.2 botiga, i z, la que va sol'licitar la 3.2 botiga. Veiem que:

x+y+z=42 x+y+z=42 x-y—2z=0 x—-y—2=0
XxX=y+z xX-—y—2z=0 X+ y+z=42 X+ y+z=42
y= 1,2(% %) 6y =306x+ 24z 60y = 36x + 24z Sy=3x+ 2z

x— y— z= 0 1 -1 -1 0 12 1 -1 -1 0

X+ y+ z=42 11 1 |42 - 2-1 0 2 2 |42 —
3x—-5y+2z= 0 3 -5 2 0 3¥#-3-1* 0 -2 5 0

12 1 -1 -1 | 0\ x=y— 2= 0] z=6

28:2 0 1 1 21 y+ z=21} y=21-z=15

s+ 0 0 7 | 42 7z=42 | x=y+z=21

Solucio: La 1.2 botiga va sol'licitar 21 electrodomestics; la 2.2, 15,1 la 3.2, 6.

33 Es mesclen 60 ! de vi blanc amb 20 ! de vi negre i s’obté un vi de 10 graus
(10 % d’alcohol). Si, pel contrari, es mesclen 20/ de blanc amb 60 / de negre,
s’obté un vi d’11 graus. Quina graduacié tindra una mescla de 40 ! de vi
blanc i 40 ! de vi negre?

Anomenem x el percentatge d’alcohol en 1 litre de vi blanc, i y el percentatge
d’alcohol en 1 litre de vi negre. Tenim que:

00x 20y _ 10 80
100 100 100 3x+ y=40}y=40—3x

20x 60y _ 11-80 x+3y=44 [ x=3(40 - 3x) = 44

100~ 100 100

x+120-9x=44 — 76=8x — x=95%, y=11,5%
Si mesclem 40 / de vi blanc i 40 / de vi negre, tindrem:

0,095 - 40 + 0,115 - 40 = 8,4 [ d’alcohol en els 80 / de la mescla.
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Z—’g - 100 = 10,5% d’alcohol en els 80 / de la mescla.

Solucio: La mescla tindra una graduacio de 10,5 graus.

QUESTIONS TEORIQUES

34

35

36

Es pot aconseguir que un sistema compatible indeterminat de 2 equacions
amb 2 incognites sigui incompatible si li afegim una altra equaci6?

Si, si li afegim una equacio contradictoria amb el que diuen les anteriors.

Si a un sistema de 2 equacions amb 2 incognites incompatible li afegim una
altra equacio, podriem aconseguir que fos compatible indeterminat? I deter-
minat? Justifica les respostes.

No. Si el sistema és incompatible, les dues equacions inicials son contradictories.
Afegint una altra equacio, no podem canviar aquest fet; el sistema seguira sent in-
compatible.

3x -2 +z2= 5
2x —3y +z =—4

Donades les equacions: {
Afegeix-hi una equacid perqueé el sistema sigui:
a) Incompatible
b) Compatible determinat
a) Perqué sigui incompatible, I'equacié que afegim ha de ser de la forma:
aBx—-2y+ 2+ bQx—-3y+ 2 =k amb k= 5a-4b.
Si agafem, per exemple, a=1, b=0, k=1, queda:
3x—-2y+z=1

Afegint aquesta equacio, el sistema seria incompatible.

b) Per exemple, afegint p =0, queda:

3x=2y+z= 5| 3x +z= 5| x= 9
2x=3y+z=-4 | 2x +z=-4 L y= 0 Compatible determinat
y = 0 y = 0 z=-22
Pagina 27

37

Defineix quan dos sistemes d’equacions lineals son equivalents. Justifica si
son equivalents o no els sistemes segiients:
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x

x+ty+tz=2

{x+ -z=4 y
e z=-1

Dos sistemes d’equacions lineals son equivalents quan totes les solucions del 1." sis-
tema ho son també del 2.7, i a la inversa.

Els dos sistemes donats no son equivalents, ates que el 1." és compatible indetermi-
nat (té infinites solucions) i el 2." és determinat (només té una solucio).

38 Troba dos valors del parametre a per als quals aquest sistema sigui incom-

patible:
x+y+2z=0
ax +y +2z=1
x +3z=2

2x +az =3

X+ y+2z=0 1 1 2 0 12 1 1 2 0

ax+ y+2z=1 a1l 2|1 _ 2-1 a-1 0 0 L N

X +3z=2 1 0 3| 2 3* 1 0 3 2

2x  +az=3 20 al3 # 0 al 3

" 11 2 0

2 a-1 0 0 1 . _ . .. .
3 1 0 3 5 Si a=1 o a=06, elsistema és incompatible.
oy 0 0 a-61-1

39 Siguin S i $' dos sistemes equivalents amb solucio Gnica que tenen iguals
els termes independents. Podem assegurar que tenen iguals els coeficients
de les incognites?

No. Per exemple, els sistemes:

5:{x+y=3 S‘{Zx_ y=3

x—y=1 N 2x-3y=1

son equivalents, amb solucio tnica (2, 1), tenen iguals els termes independents, perd
no els coeficients de les incognites.

PER APROFUNDIR

40 En el trajecte que hi ha entre casa seva i el treball, un individu pot fer gasoli-
na en tres estacions de servei (A, B i C). L’individu recorda que aquest mes el
preude la gasolinaa A haestatd’1,2 €/litreiel preua B, d’1,18 €/litre, pero
ha oblidat el preu a C (suposem que son m €/litre, amb m desconegut).
També recorda que:
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e La suma de la despesa en litres de gasolina en les estacions A i B va su-
perar en 46,80 € la despesaa C.

¢ El nombre de litres consumits a B va ésser el mateix que a C.
e La despesa en litres a A va superar lade B en 12,60 €.

a) Planteja un sistema d’equacions (d’acord amb m) per determinar els litres
consumits en cada gasolinera.

b) Estudia la compatibilitat del sistema d’acord amb m. Pots donar cap preu
al qual sigui impossible haver venut la gasolina a C?

a) Anomenem x el nombre de litres consumits a A, y el nombre de litres consu-
mits a B, i z el nombre de litres consumits a C. Tenim que:

1,2x+ 1,18y = mz + 46,8 1,2x+ 1,18y — mz = 46,8

y=z y— 2z=0
1,2x =1,18y+ 12,6 | 1,2x— 1,18y =126
1,2 -1,18 0 12,6 18 1,2 -1,18 0 12,6
b) 2 0 1 -1 0| - 2 0 1 -1 0 | —

1,2 1,18 -m 46,8 3 =1 0 236 —m 34,2

12 1,2 -1,18 0 12,6
- 0 1 -1 0

$—-(236) 2 0 0 236—m | 342

e Si m=236 — elsistema és compatible determinat.
e Si m=2,36 — elsistema és incompatible.

Per tant, és impossible que el preu a C fos de 2,36 €/1.

41 Discuteix els sistemes segiients d’acord amb el parametre a iresol-los en el
cas que siguin compatibles indeterminats:

x+ y+ z=a-1 ax+ y—-z=0
a)l2x+ y+az=a b) ! 2x +ay =2
x+tay+ z=1 - +tz=1
a) x+ y+ z=a-1 11 1] a-1 12
2x+ yt+taz=a 2 1 a a —- 2-2-12
x+ay+ z=1 1 a1 1 F-n
1 1 1 a—1
0O -1 a-2 —a+ 2
0 a-1 0 2—a

eSi a=1, queda:
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1 1 1 0
0 -1 -1 1| — Sistema incompatible
0 0 O 1

e Si a=2, queda:

11 11 12 1 1 11
0-10 /|0 —= 220+3 00 0|0 —
01 010 3 01 010

— Sistema compatible indeterminat

El resolem en aquest cas:

x+y+z=1 |x+ =z

y =0 y
z

I
> O =

Solucions: (1 —A, 0, \)

eSi a=1 1 a=2 — Sistema compatible determinat

b)ax+ y-z=0 a 1 -1]0 32 -1 0 1 |1 12
2x+ ay =2 2 a 0 |2] = 2 2 a 0|2 = 2
-X +z=1 -1 0 1 |1 : al-110 & 10
-1 0 1]1 1 -1 0 1 1
2 a 0| 2] - 2 2 a 0 2
a-11 011 —a- 3+ 2 —a*+a+2 0 01| 2-a
a=0
1+V1+8 -1+3 a=-1
—a*+a+2=0 — a= = <
2 2 T~ a= 2
e Si a=-1, queda:
-1 0 1|1
2 -1 0 | 2| — Sistema incompatible
0 0 013
e Si a=2, queda:
10 111 18 10 11 Y z=1+x
2202 - 22 Lo o TET y=1-x
00010 3 00010 *™V = =

Sistema compatible indeterminat

Solucions: (A, 1 =\, 1+ \)

eSi a=»-1 1 a=2 — Sistema compatible determinat
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42 Discuteix el sistema segiient segons els valors del parametre a. Interpreta’l
geometricament:

ax+ y+z—-4=0
x+ y+z+1=0
x—ay+z-1=0

ax+ y+z-4=0| ax+ y+z= 4 a 1 1| 4 2
x+ y+z+1=0 x+ y+z=-1 11 1|1 —
x—ay+z-1=0 x—ay+z= 1 1 —a 11 1 3
1 1 1] -1 12 1 1 1 -1
a 1 1| 4| — 2-1° a-1 0 0 ‘ 5
1 —a 1 1 F-n 0 —a-1 0 2

eSi a=1, queda:

1 1 1] -1
0 0 0| 5| — Sistema incompatible
0 -2 0 2

Els dos primers plans son parallels, i el tercer els talla.

eSi a=-1, queda:

11 1] -1
-2 0 0 | 5 |— Sistema incompatible
0 0 O 2

Els dos ultims plans son paral-lels, i el primer els talla.

eSi a=1 i a=-1 — Sistema compatible determinat. SOn tres plans que es ta-
llen en un punt.

43 Resol el sistema segiient:

x+y+z+t =17
x+y+z +w-=16
x+y +t+w =15
x tzH+t+w =14

y+z+t+w=14

@ Si sumes les cinc igualtats, n’obtindrads una altra amb qué se’t poden simplificar
molt els calculs.

X+y+z+i =17
x+y+z +w=16
x+y +i+w=15

x tz+t+w=14
ytz+ti+w=14
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Sumant les cinc igualtats, obtenim:

4x + 4y + 4z + 4t + 4w =76, és a dir:

4(x+yy+z+t+ w =76, obé:

xX+y+z+i+w=19

Per tant: (x+y+z+D+w=17+w=19 — w=2

(x+y+z+w+1t=16+1t =19 — (=

(x+y+t+w+z=15+2=19 —

3
4
(x+z+t+w+y=14+y=19 — 5
5

2 = N
I

y+tz+t+w+x=14+x=19 —

44 Ens diven que x,y,z,#,w sOn nombres enters i que k val 36 o 38. Decideix
raonadament quin dels dos és el seu valor i resol el sistema segiient:

x+ty+z -+t =35
x+y+z +w =36
x +ty +t+w =38
x tz+t+w =39

ytztt+tw==k

xX+y+z+1 =35
x+y+z +w=306
x+y + 1+ w=38

X +z+ 1+ w=39
y+rz+t+rw=~k

Sumant les cinc igualtats, obtenim:
4x+ 4y + 4z + 4t + 4w =148 + k, és a dir:
4x+yy+z+t+w =148 + k, o bé:

x+y+z+t+w=37+§

Si x, y, z, t w sO6n nombres enters, llur suma també ho sera; aixi doncs, % ha
de ser maltiple de 4. Com que ens diuen que val 36 o 38, tenim que ha de ser k=36
(ja que 38 no és multiple de 4).

Resolem el sistema, ara que sabem que £ = 306:
La suma de les cinc igualtats donara lloc a:

x+y+z+t+w=37+%=37+9=46

Per tant: (x+y+z+D+w=35+w=46 — w=11
(x+yp+z+w+1=36+1 =46 — (=10
(x+yp+t+w+z=38+z=46 — z=8
(x+z+l+w+y=39+y=46 — py=7
(y+z+r1+w+x=36+x=46 — x=10
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45 Una colla de 5 obrers es compromet a podar els 222 arbres d’una plantacio.
Treballen de dilluns a dissabte. Cada dia, quatre poden i el cinqué els atén (re-
posa eines, els dona aigua, arreplega els troncs que cauen...). Cada obrer
poda el mateix nombre d’arbres cada dia, és a dir, si ’Albert poda 8 arbres un
dia, podara 8 arbres cada dia que intervingui. Els resultats son:

Dilluns: 35 arbres podats.

Dimarts: 36 arbres podats.

Dimecres: 36 arbres podats.

Dijous: 38 arbres podats.

Divendres: 38 arbres podats.

Dissabte: 39 arbres podats.
Calcula quants arbres diaris poda cada un dels cinc obrers sabent que cap
d’ells poda els sis dies.
Anomenem:

nombre d’arbres diaris que poda I'obrer que descansa dilluns.

S
1

t = nombre d’arbres diaris que poda I'obrer que descansa dimarts.
(Es un altre el que descansa, ja que la suma és diferent).

z = nombre d’arbres diaris que poda I'obrer que descansa dijous.
(Es un altre diferent, ja que la suma és diferent).

y = nombre d’arbres diaris que poda I'obrer que descansa dissabte.
(Es un altre, ja que la suma és diferent a les anteriors).

x = nombre d’arbres diaris que poda I'obrer que falta.
(Descansara dimecres o divendres; coincidira amb ¢ o amb 2).

Aixi, el nombre d’arbres que es poden cada dia sera:

x+y+z+i =35
x+y+z+  w=306
X+ y + 1+ w=38 .
X, Y, %, t w son enters
X +z+ 1+ w=39
ytz+i+rw=~k

k pot ser 36 o 38

Es tracta de resoldre aquest sistema.
Per l'exercici anterior, sabem que k= 306; i que:
x=10, y=7, z=8, t=10, w=11

Per tant, el que poda 11 arbres descansa dilluns, un dels que poden 10 arbres des-
cansa dimarts, el que poda 8 arbres descansa dijous i divendres, el que poda 7 ar-
bres descansa dissabte i I'altre que poda 10 arbres descansa dimecres.

Unitat 1. Sistemes d’equacions. Métode de Gauss






