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Seccions coniques

RaMON NoLLA
Departament de Matematiques

1IES Pons d’lcart

1 Introduccid

S’atribueix a Menecm (1v aC) el descobriment de les seccions coniques. No se sap de quina
manera el mateix Menecm o algun altre investigador troba alguna d’aquestes corbes en el
curs dels seus treballs. No hi ha cap prova que la interpretacié que atribueix el descobriment
a partir de l'estudi de les seccions d’un con, sigui encertada. Aquestes corbes haguessin
pogut apareixer en ’estudi d’algun altre problema i després ser relacionades amb les seccions
d’un con. La cita en que es basa la suposicié que Menecm en fos el descobridor permet
interpretacions diverses.! En aquests apunts s’introduiran aquestes corbes mitjancant les
seccions d'un con. Després es caracteritzaran utilitzant una relacié metrica dels seus punts
amb diversos elements del seu pla de seccié. Aix0 permetra fer-ne una traduccié, previa
introduccié d’un sistema de referencia, al llenguatge algebraic de la geometria analitica.

2 Seccions d’un con per un pla

Considerem el con generat per la recta d en girar al voltant de la recta [, de manera que
dNil =1V ésun punt fix i Pangle o entre les dues rectes és constant.? Sigui un pla © que
no conté el punt V i talla el con en diferents seccions, i I'angle 5 que forma amb la recta [.
Llavors, establim les definicions segiients:

e Anomenem el-lipse la interseccio de les dues superficies quan 5 > a.

e Anomenem parabola la interseccié de les dues superficies quan 5 = a.

e Anomenem hipeérbola la interseccié de les dues superficies quan § < a.

1Vegeu I’apeéndix final
2Anomenem generatriv. qualsevol recta d que generi el con, i la recta ! rep el nom d’eiz del con.
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Pretenem fer un tractament algebraic en el pla d’aquestes seccions. Per aconseguir-ho cer-
carem una caracteritzacié metrica dels seus punts. Utilitzarem el cami seguit per Germinal

Dandelin(1794-1847) l'any 1822.

2.1 Caracteritzacié de l’el:-lipse per punts

Considerem les esferes S; 1 S5 ins-
crites en el con, tangents al pla
m de la seccié. Siguin F; i F,
els punts de tangencia. Si es-
tudiem per a qualsevol punt P
de l'el-lipse la suma de distancies
d(P, F1)+d(P, Fy), es compleix que
és independent de P i igual a la
distancia determinada pel segment
(Q1Q)2, —seguint qualsevol genera-
triu del con—, entre les dues cir-
cumferencies C; i Cy de contacte de
les esferes amb el con. Efectiva-
ment,

Sigui la generatriu V P del con. Aquesta toca les circumferencies C; i Cy en els punts @y i
()2. En ser aquestes circumferencies perpendiculars a 1'eix del con, la distancia d(Q1, Q2) és
constant quan P es mou sobre l'el-lipse. Llavors, en ser P(); i PF; tangents a l'esfera Sy, i
PQ, i PF; tangents a l'esfera Sy,

d(Q1,Q2) = d(P, Q1) + d(P,Q2) = d(P, Fy) + d(P, F5).

Per tant, tenim caracteritzats els punts P de l'el-lipse, a partir de dos punts F; i F5 i una
suma de distancies que es manté constant i major, per la desigualtat triangular, que d(Fy, F3).

2.2 Caracteritzacio de la hiperbola per punts

Considerem, com abans, les esferes Sy i S inscrites
en el con i tangents al pla 7 de la seccié. Siguin
Fi i Fy els punts de tangencia. Si estudiem per a
qualsevol punt P de la hiperbola la diferencia de
distancies d(P, Fy) — d(P, F3), es compleix que el
seu valor absolut és independent de P i igual a la
distancia determinada per ()1()2, —seguint qual-
sevol generatriu del con—, entre les dues circum-
ferencies C; 1 Cy de contacte de les esferes amb el
con. Efectivament,

Com en el cas de l'el-lipse, la generatriu V P toca
les circumferencies C; i Cy en els punts Q1 i @9, i
d(Q1,Q2) és manté constant en variar P. Llavors,
en ser PQ); i PF, tangents a l'esfera Si, i PQ)- i
PF, tangents a l'esfera s,
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d(Q1,Q2) = |d<P7Q1) - d(R Qz)‘ = ’d(Pa Fl) - d(R Fz)’

Per tant, s’han caracteritzat els punts P de la hiperbola, a partir de dos punts F} i F5 i una
diferencia de distancies que es manté constant en valor absolut i menor, per la desigualtat
triangular, que d(F}, F5).

2.3 Caracteritzacio de la parabola per punts. Presentacié focus—
directriu de les coniques

El pla 7 de secci6 de la parabola i el con només determinen una esfera S tangent inscrita que
tingui el seu centre, com en els casos anteriors, en 1’eix del con. Per trobar una caracteritzaci
metrica dels punts P de la parabola es considera el pla m¢ que conté la circumferencia de
contacte d’aquesta esfera amb el con. Llavors, la linia d’actuacié passa per considerar la recta
r, —anomenada directriu—, d’interseccio del pla ¢ amb el pla 7 de seccié de la parabola,
el punt de tangencia F' de l'esfera amb el pla 7 i la seva relacié metrica amb els punts P
de la parabola. Aquest tractament també es pot fer amb les altres dues seccions coniques i
proporciona una caracteritzacié metrica alternativa unificada de les tres seccions coniques.

Sigui a la meitat de l'angle en el vertex del con, i S I'angle del pla 7 de la secci6 amb 'eix
del con. Siguin els punts:

— R: Interseccié del cercle C amb la generatriu V P.
— Z: Projecci6 ortogonal de P sobre el pla mc.
— T': Projecci6 ortogonal de P sobre la recta r.

El tractament general, —el qual il-lustrem per al cas de la parabola, f = a—, es fa a partir
dels triangles PZQ, PZT i la comparaci6é dels segments PF i PT. Per trigonometria de
triangles rectangles i per les propietats de les rectes tangents a una esfera observem,

PZ = PRcosa
PZ =PTcosf ) = PFcosa= PT cosp.
PR = PF
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Llavors, en ser PT perpendicular a r, tenim d(P,T) = d(P,r) i, per tant,

cos 8

d(P,F) = d(P,r).

COos &

Utilitzem la notacié e = gg:g , 1 anomenem el seu valor excentricitat. Llavors, hem obtingut

una caracteritzacié metrica, anomenada focus-directriu, per als punts P de la parabola i,
també, de les altres dues seccions coniques. Efectivament,

Conica Excentricitat | Caracteritzacié metrica
Parabola | 8 =« e=1 d(P,F) =d(P,r)
El-lipse B>« e<1 d(P,F)=e-d(P,r)
Hiperbola || 5 < « e>1 d(P,F)=e-d(P,r).

3 Tractament metric i equacions de les coniques

Les propietats trobades a la seccié anterior, que caracteritzaven metricament cadascuna de
les seccions coniques, permeten definir-les d’una forma alternativa.

3.1 El-lipse

Definicié 1 En un pla 7w, donats dos punts Fy i F, diferents, i un nombre real a tal que
2a > d(F}, F,), anomenem el-lipse de focus Fy i Fy, i eix major o principal 2a,

el lloc geometric dels punts P € m tals que d(P, Fy) + d(P, F») = 2a. (1)

Anomenarem distancia focal la distancia d(Fy, Fy) i la representarem per 2¢ en que ¢ és un
nombre real positiu. La inclusié del factor 2 en 2c¢ permet que el tractament analitic de la
corba sigui més comode.

PH + PF2 = 2a
2c
.F FI
1
2a 2

3.1.1 Equacié6 reduida de 1’el-lipse

Farem una eleccié d'un sistema de referencia en el pla de 'el-lipse, que proporcionara una re-
presentacio algebraica de 'el-lipse forca simplificada. Concretament, considerem la referencia

O és el punt mitja de Fi i F5,
—
{0;61,62}, tal que €1 = ——,
[OF |

angle orientat (€p,€>) =490°, 1 |ey] = 1.

Ara, el calcul del lligam entre les coordenades x,y dels punts de lel-lipse es redueix a una
mica d’algebra de segon grau.
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En la referencia donada tenim Fi(—c,0) 1 Fy(c,0) i, si P(z,y) és qualsevol punt de
'el-lipse, de la igualtat (@) s’obté

d(P,F) +d(P,Fy) = 2a <= \/(z+ > + > + V(z — ¢)* + * = 20 <=
= (z+e)+yi=(@@—c)?+y*+4a® —4da\/(z —c)? + 9?2 =
= —cr+a’=ay/(z—c)2+1y? <= da*(a® - ) = (a* — A)z* + a®y* (2)

2 2 2

— 2 > 0. Per tant podem representar a® — ¢
—c? i dividim I'dltima equaci6 (B) per 'expressié

Llavors, en ser, per definicid, a > ¢, tenim a
com un nombre quadrat. Aixi, si fem b* = a?
a’b?, obtenim 'equacié reduida

2 2
S
a b2

3.1.2 Algunes observacions sobre 1’el:lipse

A partir de 'equacié reduida és de facil comprovacié que:

e L’el-lipse té dos eixos de simetria: La recta FiF, determinada pels dos focus i la recta
perpendicular a F}F5 pel punt mitja O de F; i F5. Les interseccions d’aquests eixos amb la
corba reben el nom de verters de I’el-lipse.

e Les coordenades dels vertexs sén (a,0), (—a,0), (0,b) i (0, —b).

e El punt en que es tallen els dos eixos de simetria és centre de simetria de ’el-lipse.

e (adascun dels dos segments d’extrems un focus i un punt P de 'el-lipse, rep el nom de
radi vector del punt P.

e L’excentricitat e de I'el-lipse és igual al valor de £.

e Si mantenim els vertexs, sobre 'eix principal, fixos, 1’el-lipse degenera cap a un segment
quan e —» 1 i cap a una circumferéncia quan e — 0.

3.2 Hiperbola

Definicié 2 En un pla 7w, donats dos punts Fy i F, diferents, i un nombre real a tal que
2a < d(F}, Fy), anomenem hiperbola de focus Fy i Fy, i eix principal 2a,

el lloc geometric dels punts P € w tals que |d(P, Fy) — d(P, Fy)| = 2a. (3)

Igual que per a l'el-lipse, anomenarem distancia focal la distancia d(F}, F») i la representarem
per 2c en que ¢ és un nombre real positiu.

|PFl’— PF2| = 2a
2c
D i

2
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3.2.1 Equacié reduida de la hipérbola

Farem una eleccié d’un sistema de refereéncia com en el cas de I’el-lipse. Recordem,

O és el punt mitja de Fy i Fy,

——

OF ,

—_—,

|OF |

angle orientat (€7,€3) =+90°, 1 |&|=1.

{05¢1, 62}, tal que ¢ &

En la referéncia donada tenim Fy(—¢,0) i Fy(c,0) 1, si P(x,y) és qualsevol punt de I’hipérbola,
de la igualtat (B) s’obté

|d(P, Fy) —d(P, [5)| = 2a <= v/(z + )2+ 42 — /(z — ¢)2 + 92 = +2a <=

— (z+e)+yi=(r—c)+y*+4a® tda\/ (v —c)2 + 12 <=
= —cr+a’=+ta\/(v—c)2+y? = a*(a® - ) = (a® — P)z* + a®y*. (4)

2 2 2

Llavors, en ser, per definicid, a < ¢, tenim ¢ — a? > 0. Per tant podem representar ¢ — a
com un nombre quadrat. Ara, si com en el cas de 'el-lipse, fem b? = ¢? — a? i dividim I'tltima
equacié (B) per Pexpressié a?b?, obtenim

22 P
—a®V? = =2’ + d*y? = — -5 =1
a b?

3.2.2 Algunes observacions sobre la hipérbola

A partir de 'equacié reduida és de facil comprovacié que:

e La hiperbola té dos eixos de simetria: La recta F}F5 determinada pels dos focus i la recta
perpendicular a F} F5 pel punt mitja O de F} i F5. Les dues interseccions de 'eix F1F, amb
la corba reben el nom de vertexs de la hiperbola.

e El punt en que es tallen els dos eixos de simetria és un centre de simetria de la hiperbola.
e Les coordenades dels vertexs sén (a,0) i (—a,0).

e (Cadascun dels dos segments d’extrems un focus i un punt P de la hiperbola, rep el nom
de radi vector del punt P.

e L’excentricitat e de la hiperbola es pot calcular mitjangant la fraccié <.

e Si mantenim els vertexs, sobre I’eix principal, fixos, la hiperbola degenera cap a un parell
de rectes paral-leles quan e — 0o i cap a un parell de semirectes quan e — 1.

3.3 Parabola

Definicié 3 En un pla w, donats una recta r i un punt F' exterior a r, anomenem parabola
de focus F' i directriu r,

el lloc geometric dels punts P € 7 tals que d(P,F)=d(P,r). (5)
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La distancia p = d(F,r) rep el nom de parametre de la parabola.

P
Fér
d(P,F)=d (P ) F

3.3.1 Equacié reduida de la parabola
Fem 1’eleccié d’un sistema de referéncia {O;éy, &} tal que
O pertany a la recta, per F', perpendicular a ri d(O, F') = d(O,r),
—
. OF
€1 = —,
|OF |
angle orientat (€1,e>) = +90°, 1 |éy| = 1.

En la referencia donada tenim F(%,0), r : # = =% i, si P(z,y) és qualsevol punt de la
parabola, de la igualtat (H) s’obté

2 + 2
r.F) =) o= (o= )t = R oo
2 2

= x2+%—px+y2:x2+%+px<:> y? = 2px|.

Si en Delecci6 de referencia intercanviem els papers de & i €, obtenim l'equacié | 2% = 2py |.

A

Y

) I
4_
.

3.3.2 Algunes observacions sobre la parabola

e La parabola té un eix de simetria: La recta que passa pel seu focus F' i és perpendicular
a la directriu. La interseccié de 1’eix amb la corba rep el nom de verter de la parabola.

e El segment d’extrems F' i un punt P de la parabola, rep el nom de radi vector de P.

e La parabola es pot obtenir com la corba limit d'una el-lipse quan un focus i el vertex
adjacent es mantenen fixos i 'altre focus es desplaga a 'infinit.

4 Equacié polar de les coniques. Excentricitat
Considerem una conica i un sistema de referencia ortonormal tals que:
— El focus F de la conica és el punt (0,0).

— La directriu r és la recta x = k > 0.
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— P un punt generic de la conica.
Llavors, si anomenem d(P, F') = p, i PFX =0 tenim, a partir de la presentacié focus-directriu,
d(P,F)=e-d(P,r) < p=|k— pcosé|.
Aquesta equacid, rep el nom d’equacié polar de la conica i es pot presentar explicitament aixi:

a) Si P pertany al semipla determinat per r i F, tenim p = e(k — pcosf) i la conica
s’expressa

ek

1+ecosf’
en la qual, en ser p > 0, e pot tenir qualsevol valor positiu. O sigui que aquesta equacié
pot representar una ellipse, una branca d’hiperbola o una parabola.

p:

b) Si P no pertany al semipla esmentat, tenim p = e(pcos — k) i la conica s’expressa
B ek
ecosf — 1’

en la qual, en ser p > 0, s’ha de complir e > 1. O sigui que aquesta equacié només pot
representar una branca d’hiperbola.

Y _

Play) [*="
YN

| X
F ' X F 0 T

k- p cosf p cosf -k
r r
Cas (a) Cas (b)

A partir d’aquestes expressions es pot comprovar que I'excentricitat e compleix, en el cas de
Iel-lipse i la hiperbola, e = £. Efectivament, ho veurem en el cas de I'el-lipse mitjangant la
recerca de la seva equacié reduida:

k k
Pze— — \/$2+y2:e—<:> 224+t =elk+z) <=
1+ecost 14+e—=2
/:v2+y2
2 2 27.2
2\,.2 2 27 212 2 Y 2’k ek
— (1—e)x"+y*+2eker =€’k <=z +1_62+1_62x_1_62.

Si completem quadrats amb la finalitat d’eliminar la part lineal de 'equacié i poder fer un
trasllat d’eixos de referencia, tenim

n ek \° n y? e?k? n etk?
x = )
1—e? 1—e2 1-—¢e2 (1—e2)?
2
ek
Llavors si treballem amb les coordenades zy = x + T yn =y, obtenim 'equacio6 reduida
—e
2 2.2 2 2
2 Yn ek TN Yn
Ty + 2 e S o T = L
L—er (1-¢) ey e
Llavors,
21.2
c\2 a’-V? b? o ) ) c

(1—e?)?
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5 Tangents i asimptotes.

Cercarem les equacions de tangents i asimptotes a les coniques quan aquestes venen dona-
des per les seves equacions reduides. Utilitzarem el concepte de tangent i asimptota que
proporcionen el calcul de limits i el calcul diferencial.

5.1 Recta tangent a 1’el-lipse per un dels seus punts

2 2
Sigui (zg,yo) € el-lipse d’equacié — + z—z = 1. La derivada en z satisfa
a
2[E0 2y0y(’) , 52230
— =0 yy=——.
a? b? Yo a1
Llavors, 'equaci6 de la recta tangent en el punt (xg,yo) és
_ b*wo 2 2 2.2 2.2
Y— 1Yo = —W(x—xo) < b xroxr + a‘yoy = b x§ + a’y;.
0

Ara bé, en ser (zg, o) € ellipse, tenim b%x2 + a?y? = a?b®. Per tant, la recta tangent es pot
Y 0 Yo g
presentar

Lol | Yoy
RN
Es immediat comprovar que les rectes amb un sol punt de contacte amb 1’el-lipse sén tangents
a el lipse.

Vaor + a’yoy = a*b? = 1].

5.2 Recta tangent a la hiperbola per un dels seus punts

2 2

x
Sigui (2o, yo) € hiperbola d’equacié — — = 1. La derivada en z( satisfa
a
2z 2yoy, . b
T =y =
a? b? Yo a?yo
Llavors, l'equacié de la recta tangent en el punt (xg,yo) és
o % _ b2 — ey = B2 — a2l
Y — 1Yo = 10 (x — x) <= b xox — a“yoy = b xj — a’y;.

2

Com abans, en ser (zg,yo) € hiperbola, tenim v?z2 — a’y? = a*b*. Per tant, la recta tangent

té equacio

Lol Yoy
Vror — a*yoy = a’b? = e s 1.

5.3 Recta tangent a la parabola per un dels seus punts

Sigui (0, yo) € parabola d’equacié y* = 2px. La derivada en x satisfa
p
2oy =2p = yp = — .
Yo

Llavors, 'equaci6 de la recta tangent en el punt (xg,yo) és

p
y—yo=y—(fﬂ—xo) > yyo — 2pxo = pr — pro <> |Yyyo = p(x + x0) |.
0

Es immediat comprovar que les rectes amb un sol punt de contacte amb la parabola i no
paral-leles a I’eix sén tangents a la parabola.
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5.4 Asimptotes d’una hiperbola

Veurem que la hiperbola té sempre dues asimptotes. Ho demostrarem en llenguatge analitic, a
partir de la referencia que proporcionava la seva equacié reduida. Concretament, considerarem
els punts de la hiperbola amb ordenada y positiva. Llavors, per la simetria de la corba respecte
I'eix OX podrem completar 'estudi.

2 2

b
LY iy>0=—y= V-2
a

a? b2

Es immediat comprovar que no té asimptotes verticals ni horitzontals. Quant a les asimptotes
obliqlies y = mx + n tenim,

.
) g a?—22 b a2 b
m = lim &——— = —. lim l——=-
r——+00 T a x—+oo €T 2@ 5 5 5
. b b b . T4 —a® —x —a
n = lim |(-VvVz2—a2——-2)=—-- lim = =0.
\ z—too \ @ a a z—too /g2 —g2 4+  +00
\
) % a?—x2 b a? b
m = lim 4+—=—. lim —\/1— —=—-

T——00 a zT——00 2 a

X
b b b 2_ 3,2 9
a a

T——00

\

O sigui que, quan y > 0, per a x — +00 i per a r — —o0, les asimptotes son, respectivament,

b ) b
y=-v i y=-——u.
a a
A partir d’aqui, tenint en compte la simetria respecte I'eix OX, les dues rectes anteriors sén

asimptotes quan x — +oo, tal com es mostra en el grafic adjunt.

><V

Es immediat comprovar que les rectes amb un sol punt de contacte amb la hiperbola i no
paral-leles a les asimptotes son tangents a la hiperbola.

6 Una propietat de les tangents

Teorema 1 La tangent a una el-lipse, de focus Fi, Iy i1 eix principal 2a, en un punt P
d’aquesta, és la bisectriu exterior dels radi-vectors d’aquest punt.

Teorema 2 La tangent a una hipérbola, de focus Fi, F5 i eix principal 2a, en un punt P
d’aquesta, és la bisectriu dels radi-vectors d’aquest punt.

Teorema 3 La tangent a una parabola, de focus F' i eix de simetria r, en un punt P d’aquesta,
és la bisectriu exterior de 'angle que forma el radi-vector d’aquest punt amb la paral-lela a
l’eix de simetria pel punt.
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Farem dues demostracions detallades del primer d’aquests teoremes. Per als altres dos es
poden fer demostracions molt similars.

e Demostracié sintetica: Si aixo no fos veritat la
bisectriu tallaria en un altre punt @) a l'el-lipse. Llavors,
si considerem el punt 7', simetric de F; respecte de la bi-
sectriu, aquesta bisectriu és mediatriu del segment F5T'.
Per tant, per la propietat dels punts de l’el-lipse i per la
desigualtat triangular aplicada a F}QT,

2a:F1Q+QF2:F1Q+QT>F1T:F1P+PT:F1P+PF2:2a:>2a>2a,

la qual cosa és contradictoria. Conseglientment la suposicié de sortida és falsa i el teorema
queda demostrat.

e Demostracié analitica: Treballem amb el sistema de referencia que proporcionava 1’e-
quacié reduida de l'el-lipse. Llavors, amb les notacions de la demostracié anterior

Yo

my = = pendent de la recta [} P
To+ C
my = Yo _ pendent de la recta 5P
g — C
b2$0
my = _2_y = pendent de la recta tangent en P.
a~Yo

Veurem que es compleix la igualtat de ’angle entre F1 P i la tangent, i F5P i la tangent, és a
dir

My — My | | Mo — Ty
L4+ myme| |1+ momy
Efectivament,
Yo b2z
mi—my | | xg+c  alyp a’yg + b’xf + bPxoe | b’a? + bzoc _
1+ mymy 1Yo b2z (zo + c)a?yo — yob?xo Yo(zo(a? — b?) + a’c)
Tg+c a’y
| PPa® ) || 0P
Yoc(cro + a?) YoC
Yo b*xg
mo —my | T9—cC @y a*ys + b*ad — bPxec | ba? — b xgc
14+ momy 1Y% b2 (w0 — c)a*yo — yob*xo Yo(wo(a® — b?) — a’c)
Tg—cC a*yp
| bP(a® — cx) vl o | b
Yoc(cro — a?) YoC YoC
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7 Un problema en que es generen les tres coniques

Presentem l'estudi grafic i analitic d’un lloc geometric
generat pels centres d'unes circumferencies que satisfan
dues condicions. Té l'interes afegit que si es varien les
condicions inicials apareixen les tres seccions que hem
estudiat i, també, una circumferencia i dues rectes que

es tallen.
En un pla, donada una circumferencia C de
centre O i radi r i un punt A, cerquem el lloc 3
geometric dels centres P de les circumferencies T
que passen per A i tallen la circumferéencia C '
en dos punts T3, T5 tals que @ = 90°. ¢

7.1 Estudi grafic

Una aproximacié grafica al problema es pot fer amb el programa CABRI de geometria
dinamica. Alli es pot visualitzar el lloc geometric de les circumferencies i els seus centres
i observar de quina manera depenen de les condicions inicials del problema. Les diferents
configuracions que observem per als centres son:

e Quan A és exterior a la circumferencia C descriuen una hipeérbola.
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e Quan A pertany a la circumferéncia C descriuen un parell de rectes que es tallen.®

e Quan A és un punt interior a la circumferencia C descriuen diverses corbes que depenen
de la distancia del punt A al centre O de la circumferencia C. A mesura que A s’apropa
al centre O apareixen:

— Una hiperbola.

3Representem la situacié en qué A es troba molt proper a la circumferencia C.
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— Una parabola.

Una observacié més acurada d’aquest cas posa al descobert que

-7

Aquesta és una conjectura que provarem analiticament més endavant. De moment
veiem que la parabola apareix quan la bisectriu de Yﬁ = 90° conté A i aquest
punt es troba sobre la recta T17T5. Aixo implica, per geometria dels triangles rec-
tangles equilaters que d(O, A) = r/+/2. Si féssim una classificacié de les coniques
a partir dels punts que tenen a l’infinit, observariem que aquesta té un punt a
I'infinit. Aquest és el centre de la “circumferencia” C,, que passa per T;, A, T,
quan estan en lfnia recta i A es troba a distancia r/v/2 de O.

d(0, A)

SN
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— Una el-lipse
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— Una circumferéncia.
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7.2 Estudi analitic

Considerem la referéncia ortonormal, d’orientacié antihoraria, amb origen en el centre de la
circumferencia C de radi r i eix d’abscisses en la recta que passa pel punt A. Hem de trobar el
lloc dels centres de les circumferencies que passen per A(a,0) i dos punt de la circumferéncia C
separats per un quart de circumferencia. Aquests punts tindran coordenades (r cos 6, r sin ),
(—rsind,rcosf), en que 0 varia entre 0 i 2m. Aquestes circumferencies satisfan una equacié

del tipus
2+  +mr+ny+p=0.
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Per determinar els valors de m, n i p caldra resoldre el sistema que resulta d’imposar que la
circumferencia passi pels tres punts esmentats.

(rcos)? + (rsinf)? + mrcosf + nrsinf +p =0
(—rsind)? + (rcos0)?> —mrsinf + nrcosf +p=0 <=
a’+ma+p=0

(r? — a?)(cos 0 — sin )

r?2 +mrcosf +nrsinf +p =0 m = e~
= r> —mrsinf +nrcosf +p=0 = (r2a(—czsz)((3_o:19rl+)si_n2) (6)
a*+ma+p=0 n=

a(cos —sinf) —r
Farem un canvi de variables per tal de simplificar les notacions,

cos —sinf =\, cosf+sinf =p, A+ p? = (cosd —sinh)? + (cosd + sin0)? = 2.

Representem els centres de les circumferencies per (z,y) i recordem que m = —2x in = —2y.
Llavors, de les igualtats (B), s’obté
—2r A r A
r2—a?  a\—r 5—;
A ey S N
r2—a?> a\—r r?2 —a?+ 2ax
N2 =2 N4 p? =2
422
— z? _ A2 _ (P —a?+2ax)* 4a*r? —
y2 2 —\2 4a?r? 2(r2 — a? + 2azx)? — 4x2r?
(2 — a? + 2ax)?
= 4(r* — 2a®)2* + 4r*y* + 8a(a® — r?)x —2(a® —1*)? =0 (7)

part lineal

Si volem eliminar la part lineal de I'equacié (@), fem un canvi de variable x = zx + p, i la
part variable en x es converteix en

4(r* = 2a*)23 + 8 [(r* — 2a°)p + a(a® — r?)] ay + 4(r® — 2a°)p® + 8a(a® — 1*)p.

Llavors, només imposem que el coeficient de x sigui zero i obtenim

a(a® —r?)

202 —r?2 "’
Si fem efectiu el canvi de variable amb aquest valor de p, s’obté ’equacid

2r2(a? — 1?)2

s =0 8)

Per unificar les notacions de les variables escrivim xy = X, y = Y. Llavors, si a? —r? # 0,
I'equaci6 (B) es pot escriure

(r* —2a*)p+a(a® —1r*) =0 = p= per a 2a* — r? # 0.

4(r* — 2a%) a5 + 4r°y* +

72 y2
7,2(a2 - 7‘2)2 + (CL2 o 7ﬁ2>2 - (9)
2(r2 —2a2)2  2(r? — 2a?)

Analisi de les equacions que descriuen el lloc dels centres

e Cas 1: L’equacié (8) descriu el lloc quan a® — 2 # 0 i 2a2 — r2 # 0. Es a dir quan el
punt A no pertany al perfmetre de la circumferéncia C, ni esta a distancia r/v/2 del centre
d’aquesta circumferencia. Es presenten en aquest cas tres llocs geometrics diferents:
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a) 12 —2a> <01 A¢C <= la|>r/vV2 i A¢gC <= ellloc és una hiperbola.
b) 72 —2a>>0 i A¢C <= |a] <r/v2 <= ellloc és una el-lipse si a # 0.
¢) Si a =0, —el punt A coincideix amb el centre de C—, el lloc és la circumferéncia

2
.
X2 4Y? = (—) , de centre A i radi r V2.
7 /
e Cas 2: Sir?— 2d> = 0, de I'equaci6é (@) obtenim la descripcié del lloc dels centres
mitjancant les equacions

8@23/2—8a3x—2a4:()<:>4y2—4ax—a2:0<:>y2:a<x+%>.
Aquesta tltima, amb el canvi Y = y, X = x + %, ens informa que, quan el punt A esta
a distancia r/ V2 del centre de C, el lloc geometric és la parabola d’equacié Y = aX. En
aquest cas és facil comprovar que el focus és el centre de C.
e Cas 3: Sir?—a? =0, de I'equacié (B) obtenim X% —Y? = 0. O sigui que quan el punt
A es troba en el perimetre de la circumferencia C el lloc dels centres és un parell de rectes
que formen un angle de 90° i es tallen en el centre de C.

8 Identificacié de coniques presentades algebraicament

Es tracta de discernir quin tipus de conica representa una equacié de segon grau amb dues va-
riables, si aquestes representen coordenades de punts en una base ortonormal. Concretament,
a partir d’una expressio

az® + by? 4+ cxy +dr +ey+ f = 0. (10)

volem identificar la corba que descriu. Per tal d’aconseguir-ho es practica una rotacié d’eixos
de referencia adequada per tal d’eliminar el sumand czy, i una translacié d’eixos per tal
d’eliminar, si és possible, la part lineal dx + ey.

8.1 Equacions del canvi de coordenades quan es practica una ro-
tacié d’eixos

Considerem el punt P i les referencies ortonormals R : {O; €}, }, Ry : {O; iy, Us}, en que
els vectors de la referencia Ry resulten de girar un angle 6 els vectors de la referencia R.

. N . , . . Yot P
Si observem el grafic adjunt, és immediat que e‘ TN
— A -7 [
T - Loy
— -7 1 €T,
- N . - U P e u
{ 1 = cos Bé; + sin fés 2 Y Uyt
— . - — 4 '
Uy = — sin Be] + cos fé,. 0 o
0) € e

Per tant, si P = (z.,y.) en la referencia R i P = (xy,y,) en la referéncia Ry, obtenim

T Uy + Yulo = Te€] + Yo = x,(cosbé] + sin 0éy) + y,(— sin fe; + cos bey) =

Te = Ty oSO — 1, sind
Ye = Xy Sinb + y, cosb.

= 17651 + yegg — {
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8.2 Equacions del canvi de coordenades quan es practica una trans-
lacié d’eixos

Ye oo T P
Considerem el punt P i les referéencies ortonormals i
— — — — N . = :
R :{0;¢é1,é}, R, : {O';€1,8}, en que els eixos € :
de la referencia R, resulten de fer una translacié 4e i
- - S S >

de vector OO’ = ae) + bé, sobre els eixos de la b 0 € &
referencia R. o !
0 e a x

Llavors, si P = (z,y) en la referéencia R i P = (z,,y,) en la referéencia R, obtenim

—_— e -
OF =00 + 0P = 2 +yés = afy + bé + .6 + y,0 —> {5—2157

8.3 Recerca de ’equacio reduida

Es tracta d’identificar quina conica representa l'equacié () tal com hem indicat al principi
d’aquesta seccié. Si expressem la conica en uns eixos de referencia O Xy, OYy que resultin de
girar els eixos OX, OY un angle 6, la seva equacié (I0) es transforma en 'equacié

Az} + By; + Cxgyg + Dxg + Eyg + F = 0, (11)

en que

A = acos’f+ bsin?6 + csinfcosd
B = asin®0 +bcos’f — csinfcosh
C = (b—a)sin20 + c(cos*d — sin” 0)
D = dcosf + esinf

E = ecosf —dsinf

o=

Si pretenem eliminar el terme Czgyy, només cal imposar C' = 0 i s’obté que l'angle 6 de la
rotacio ha de satisfer,

(b—a)sin20 + c(cos* @ —sin?#) =0, ésadir,sia—b#0, tan20 =

a—1b
En els altres casos és facil comprovar que si
e c#A0ia—b=0,shade satisfer@z%
. . . . d e
e c=01ia—0b=0,'equaci6 (M) representa una circumferencia de centre ~5a" 24
a a
. /et —daf
i radi .
2a
Un cop tenim 'equacio
Axg + Byg + Dxg+ Eyg + F =0, (12)

es poden presentar dos casos:
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1. A#01i B # 0: Per tal d’eliminar la part lineal practiquem sobre (I2) una translacié
d’eixos de referencia d’equacions xy = v1 + ¥,, ys = v2 + y,. Obtenim l'equacié

Az? + By? + (2Av, + D)z, + (2Bvy + E)y, + (Avi + Bvy + Dvy + Evy + F) = 0.

Llavors, si considerem

resulta ’equacio

D
A:c3+By3+(—+—————+F

Aquesta és facil d’identificar amb una de les cinc segiients, —escrivim per alleujar la notacio
x,y en lloc de z,,y, i en alguns casos caldra girar els eixos 90°—:

2 2
a) 5+ 2 =1+ Ellipse.
p q
2 2
b) = — L =1« Hiperbola.
p q
22 2
c) o + i —1 +<— El-lipse imaginaria.
2 2
x
d) — - y_2 = 0 +— Dues rectes que es tallen.
p 4q
2 2
e) .70_2 + y_2 = (0 «— Punt. Dues rectes imaginaries que es tallen en un punt real.
p q

2. A#01 B =0 o0 alinrevés: Per tal d’eliminar la part lineal practiquem sobre (I2) una
translacié d’eixos de referencia d’equacions xy = v1 + ., Y9 = vo + y,. Si A # 0, obtenim
I’equacio

Az? + (2Av, + D)z, + Ey, + (Av? + Dvy + Evy + F) = 0.

Llavors, si considerem

-D A} —Duy—F D> 4AF

Ul:ﬂ i,SiE#O, Uy = E IAE y

resulta el cas nimero sis —escrivim z,y en lloc de x,, y,—:
E X
f) 2? = —= y +— Parabola.

Finalment, si F = 0, considerem la translacié xy9 = v + x,, y9 = y,. En resulta

Az? + (2Av, + D)z, + (Av? + Duy + F) = 0.

24

Llavors, si fem v, = , obtenim

4AF — D*

AQ
T+ 1A

0.

Aquesta s’identifica de forma immediata amb una de les tres segiients:

g) 2* = k* +— Dues rectes paral-leles.



IES Pons d’Icart Seccions coniques — 20

h) 2? = —k? +— Dues rectes paral-leles imaginaries.

i) 2? = 0 +— Dues rectes coincidents.

Si s’estudia el cas B # 0, s’obtenen resultats equivalents. Concretament, després d’haver fet,
si D # 0, la translacié de vector (vy, vs),

-E . E? — 4BF
Ul:ﬁ 1,Sl.D7'é07 UQZW,
2 D X

f) y°= —gre Parabola.

. . . —E . .
Si D = 0, considerem la translacié de vector (vq,vs), vy = S5 v9 = 0, 1 obtenim

4BF — E?
By + ————— =0.
Y=+ B

Aquesta, com abans, s’identifica amb una de les segiients:

g) y*> = k* <— Dues rectes paral-leles.

h) y* = —k* <— Dues rectes paral-leles imaginaries.

i) 3* = 0 +— Dues rectes coincidents.
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9 Apendix

A Origen de les seccions coniques. Una mica d’historia

L’atribucié del descobriment de les coniques a Menecm es basa en que la primera resolucié
d’un problema mitjangant aquestes corbes la trobem en els «Comentaris> d’Eutoci (V1) sobre
les obres d’Arquimedes. Alli presenta, entre d’altres qiiestions, la solucié del problema de les
dues rectes, el qual podria tenir el seu origen en una reduccié del problema de la duplicacié
del cub, mitjancant les “triades de Menecm”. Aquest és el nom que es déna a les seccions
coniques en una carta d’Eratostenes de Cirene (111 aC) al rei Ptolemeu III Euergetes, que
Eutoci transcriu en els seus «Comentariss.?

A.1 El problema de la duplicacié del cub

Disposem de dues narracions sobre l'origen d’aquest problema. S’atribueixen a Eratostenes.
La primera d’elles la recull Te6 d’Esmirna (11),% i la segona la presenta Eutoci en la carta que
hem citat més amunt.

e Relat de Ted d’Esmirna:

Eratostenes, en el llibre que té per titol Platonic, relata que els delians, havent inter-
rogat |'oracle sobre la manera de deslliurar-se de la pesta, van rebre I'ordre de déu
de construir un altar doble del que ja existia. Aquest problema aboca els arquitectes
contra un obstacle singular. Es preguntaven de quina manera es podia fer un solid
doble d'un altre. Interrogaren Platé sobre la dificultat. Aquest els respongué que déu
s'havia dirigit aixi a |'oracle, no perque ell tingués necessitat d'un altar doble, siné per
retreure els grecs la seva negligencia en I'estudi de les matematiques i per fer poc cas
de la geometria.

e Relat d’Eutoci:

Eratostenes al rei Ptolemeu, salut!

Es diu que un dels poetes tragics antics havia representat Minos fent preparar una
tomba a Glaucé [el seu fill], i havent insistit que tingués cent peus d'allargada en tots els
seus costats, digué: “Has triat la cambra sepulcral del rei petita, que sigui doblada; no
et confonguis sobre el que convé, i dobla el més aviat possible cada part de la tomba.”
Sembla que Minos s'equivoqui, perqué quan es doblen els costats, un pla esdevé
quadruple i un solid vuit vegades més gran. Entre els geometres també s’ha cercat
la manera de doblar un solid donat de manera que conservi la forma, i el problema
d’'aquesta classe s'anomena la duplicacié del cub, perqué havent-se proposat un cub,
aquests geometres s'esforcaren en doblar-lo. Després de molt temps de confusid, fou
Hipocrates de Quios (v aC) el primer a adonar-se que un cub seria doblat si s’arribaven
a trobar dues mitjanes proporcionals en proporcié continua entre dues linies rectes de
les quals la més gran és el doble de la més petita; de manera que canvia la dificultat
en una altra dificultat no més petita. Es diu que més tard uns delians, encarregats
per un oracle de doblar un dels seus altars, i abocats a la mateixa dificultat, foren
enviats a veure Platd, i demanaren als geometres de I'’Academia que trobessin allo que
cercaven.

4Aquests comentaris es poden trobar a <«Commentaires d’Eutocius d’Ascalons en la traduccié de
Eecke P.V. Les oeuvres complétes d’Archiméde, 609-615. Librairie Scientifique et Technique Albert Blanc-
hard, Paris, 1960.

5 Exposition des connaissances mathématiques utiles pour la lecture de Platon, 5. Hachette, Paris, 1892.
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En el segon relat trobem que Hipocrates redueix el problema de duplicar el cub al problema de
“dificultat no més petita” de cercar dues mitjanes proporcionals en proporcié continua entre
dues rectes a i 2a, el qual s’anomena problema de les dues rectes. No sabem quin fou ’analisi
d’Hipocrates pero en conjecturarem un a partir de les propietats entre figures semblants.

En ser els cubs figures semblants se sap que la ra6 entre els seus volums és igual al cub de
la rad entre els seus costats. D’aquesta manera és facil de construir un cub de volum octuple.
Només cal duplicar la longitud del costat a del cub inicial. Llavors, tenim dos cubs d’arestes
i volums respectius,

a,2a i a®,8a3.

Si volem construir el cub de volum 2a®, podem interpolar en progressié geometrica dos cubs
de manera que s’obtenen cubs de volums i costats respectius,

a®,2a®,4a®, 8a® i a,zx,y,2a,

en que i y sén els costats desconeguts dels cubs de volums 2a® i 4a3.

3
3 8a

a T Yy 2a

En ser, per la semblancga, la rad entre els volums dels cubs, el cub de la raé entre els costats,

s’obté , )

1 2a a\3 T 3 a

2 4a? x Yy 2a xr Yy 2a
D’aquesta manera, el problema ha quedat reduit a la insercié de dues mitjanes proporcionals
entre dues rectes a i 2a.

A.2 Analisi de Menecm del problema de les dues rectes. Cons-
truccié punt a punt de les seccions coniques

Menecm fa una analisi que el condueix a expressar les igualtats de raons ¢ = % = 5~ com a

igualtats d’arees. Concretament, en el nostre llenguatge algebraic el problema queda reduit
a la resolucié del sistema:

2 2
xr=a-y , Tt =a-y
{y2:2a~x 0 bé {x-y:2a2.

O sigui que el problema es pot reduir, com es despren de les seccions anteriors, a la construccid
de les interseccions de dues paraboles o d'una parabola i una hiperbola.

Y Y

y:=2ax
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El que no sabem és de quina manera Menecm construeix aquestes corbes ni si sabia que es
podien obtenir com a seccions d'un con per un pla. Una de les possibilitats és que construis les
corbes punt a punt per consideracions estrictament planes, sense intervencié de cap objecte
de I’espai com, per exemple, un con un con.

Indicarem com podria fer-se al construccio de les paraboles implicades en la primera re-
duccié, a -z =9y? i 2% =2a-y.

Construccié de la parabola a -z = y?: Donat el segment a, per a cada valor del
segment r = OB construirem un segment y = BP perpendicular a OB, tal que el quadrat
de costat y tingui la mateixa area que el rectangle de costats a i x. Aix0 s’aconsegueix a
partir de la construccié que Euclides presenta en la proposicio 11.14 dels seus FElements de

la manera es presenta en la figura adjunta, i que nosaltres anomenem teorema de [’altura,
(OH? = AO - OB):

T a-x “zB A @) S

a

— El segment x = OB se situa amb un extrem O fixat a l'extrem d’una semirecta s, i
I’altre extrem variable sobre aquesta.

— El segment y = BP se situa perpendicularment a x pel punt B.

— La construccio punt a punt de la parabola s’obté com el conjunt de punts P que resulten
d’aplicar els passos anteriors un nombre indeterminat de vegades.

La construccié per a 2 = 2a -y es faria igual, considerant 2a en el lloc de a, sobre un eix
vertical. Llavors, de la interseccié de les dues paraboles obtindriem el segment z cercat.

B Exercicis i problemes resolts

1. Trobeu el lloc geometric dels punts tals que la relacié entre la seva distancia al punt

A(2,0) i la seva distancia a la recta r : 2 = § ¢és igual a 3.

Sigui P(z,y) qualsevol punt del lloc geometric. Llavors,

2 }x—g‘
d(P,A) =d(P,r) +—= T—224 2= 2
(P, A) = d(P.r) Va-2P+y =5 o5
— 922 4+ 9y? — 362 + 36 = 42° — 362 + 81 < 5z’ + 9y? = 45 —
332 y2
— —+==1
95

El resultat és una el-lipse de distancia focal 2¢ =2/9—5=4,2a =61 2b= 24/5. Es a dir té
els focus en (2,0), (—2,0), els vertexs sobre l'eix principal en (3,0), (—3,0), i els vertexs sobre
I’eix menor en (2\/3, —2\/5).
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2. Cerqueu l'equacié de la parabola tal que la distancia entre el focus i la directriu és igual a
5, en la referencia tal que 'eix O X és la recta que passa pel focus, perpendicular a la directriu,
I'eix OY és la recta perpendicular a OX que passa pel vertex de la parabola.

Hem estudiat que I'equacié sera del tipus 22 = 2py, si el focus determina la direccié positiva
de l'eix OY 1i p és la distancia focus-directriu. Per tant, ’equacio és

z? = 10y.

3. Una hiperbola passa pel punt A(6, 6\/5), té els seus focus sobre 'eix OX, i té les rectes
y = +2x per asimptotes. Cerqueu les rectes tangents, paral-leles a la recta y = 4.

2 2
La hiperbola satisfa una equacio del tipus — — e 1. Llavors,
a
o b
y = £2r sén asimptotes = — =2 36 108 a>=9
a — — -~ =1=36=4d" =
. 36 108 LR )
(6,6v/3) € hiperbola = = — 5 =1 b2 = 36.
a
2 2
Per tant, ’equacio de la hiperbola sera 9 3= 1. Llavors, per al punt (xg, yo) de tangencia
ToT Yoy 36z Zo
Recta tangent: — — — =1 = 4 = pendent = — — =1
9 36 Yo Yo —
2 2
Ty Yo

(z0,Y0) € hiperbola = —

9 36
:211 1:212:236121 12
€T —_— — — TA = g _— g .
o{g 36 0 Yo 9

Per tant, els punts de tangencia sén (2\/5, 2\/3) i (—2\/3, —2\/5) i, si substituim a l'equacié
de la recta tangent, obtenim les rectes

dr—y—6V3=0, dr—y+6V3=0.

4. Les hiperboles que tenen les asimptotes perpendiculars s’anomenen equilateres. Conside-
reu l'equacié reduida d’una hiperbola equilatera i proveu que es pot escriure sota la forma
x* — y? = a®. Gireu els eixos de referéncia un angle §# = —m/4 i comproveu que l’equaci6 en

la nova referencia xy, 1y és
2

a
ToYo = 3

En ser les asimptotes simetriques respecte 'eix O X, els seus pendents sén £(b/a) = £+ tan(n/4) =
+1. Per tant a = b i s’obté 'equacié z? — y? = a?.

Les equacions del canvi d’eixos sén

Si substituim a ’equacié en la referencia antiga s’obté

2

1 1 a
5(1’3 + yp + 2x0yp) — 5(1’3 + Y + 2Tgyp) = a® <= dxgyy = 2a° <= Tpyp = 7
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5. Demostreu que 'area del triangle determinat per les dues asimptotes d’una hiperbola i
qualsevol recta tangent és constant.

Considerem la hiperbola referida als seus eixos de simetria. La seva equacio, la de la recta
tangent en un punt (xg,yo) de la hipérbola i la de les seves asimptotes son:

? oy Lol Yoy b

Cerquem les interseccions T3, T5 de la tangent amb les asimptotes,

, - a’b ab?
L= =—
xox_yo(igx)zl:x<_ ?/0)21:> ! bro — ayo Y bry — ayo
a2 b2 ab a2b —ab2
Th:0=—-—, y=—"7H7.
b.%‘() + aYo bl’o + alyo
Calcularem l'area dels triangles OTT5, mitjancant el pro- b
ducte Y=g Y a y=—u
1 T
5 T, - OT; - sin 2c. !
Sabem, des de la trigonometria, que O Ao f(xo:wh)
b X
) 2tan 22 2ab
sin 2a0 = 5— = = = . T
1+ tan? « 14—2—2 a? + b2

Llavors, I'area sera

1 a*b? N a?b* atb? N a?b* 2ab
2\ (bxg + ayo)®  (bxo + ayp)? (bxo —ayo)?  (bxo —ayo)? a2 +0b2

22 | a? + b? cab a?b*(a® + b?)ab _
(bx)? — (ayo)? a® + b? a’b?(a? + b?) '

=a

Per tant, I’area no depen de (xg, 7o) i és manté constant i igual a ab.

6. Calculeu 'area de l'el-lipse, utilitzant el calcul integral.

ZEQ y2

e

b
satisfan la condicié y = —v'a? — x2. Si tenim en compte les simetries, trobarem 1’area amb el
a

Considerem D’el-lipse referida als seus eixos, = 1. Els punts d’ordenada positiva

calcul segiient

a 4 a
4-/ 9\/a2—x2:—b-/ va? — 22,
(U a Jo

Utilitzem el canvi de variable £ = ¢ sint i obtenim
4b @ 4b
— vaz —z2dx = aVv'1l— sin?t-a costdt = cos’tdt =
a 0
/2 q 2t 1 ot
. 4ab-/ “%dt:zxab [5 (t—l— sin )]

0
e

1 /7 Tl
= 4 _<__ )—4
ab2 5 0 ab



IES Pons d’Icart Seccions coniques — 26

7. Un punt A descriu una trajectoria circular, al vol-
tant d’'un punt O fix, a velocitat angular constant w,.
Un punt P descriu una trajectoria circular al voltant
de A amb velocitat angular w, = —w,. Quina corba
traga el punt P per a un espectador que no es mou
respecte O. (Considerem el moviment de P en que la
posicié inicial d’aquest punt sobre la seva trajectoria
circular ve determinada en cada moment per la direc-
ci6 paral-lela a la direccié inicial de OA.)

Anomenem, respectivament, R i r els radis OA i OP, i a = w, - t, en que t és el temps
transcorregut des de la posicié O, A, P alineats. La posicié (z,y) del punt P en una referéencia
ortonormal d’origen O i eix OX determinat per la posicié O, A, P alineats, ve donada per les
equacions

x = Rcosa+rcos(—a) = (R+71)cosa
y = Rsina + rsin(—a) = (R — r)sina.
Llavors, si R # r, es compleix
22 y?

1 =sin?a+ cos’a =

R (B2
En el cas que R = r, s’obté

R—r<z<R+r i y=0.
Per tant, les trajectories descrites son:

e Si R # r, una el-lipse de semieixos R+ri R —r.

e Si R =r, un segment sobre y = 0, centrat en O que té longitud

|((R+7)cos0— (R+7)cosm| =2(R+7r).

N
.‘E\ -"9/

A\ [ ]
NN
&Q INS “0’

e
N |

N7
RN
RRTT

(7
\=.= N 4‘“ ;’
R
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8. Descriviu la conica d’equacio

22 + 4y? — day — 422 — 16y + 145 = 0.

Per eliminar el terme —4zy hem de fer una rotacié d’eixos d’angle 6 tal que tan(26) = =% = 3.

Llavors
[
Gl — 1—00820:1_ 1+tan229:1—%:1.
2 2 2 5
[ 1
1+ cos 260 L+ T+tanZ 20 1+2 4
cos’h = = = 5 = 2,
2 2 2 5

Llavors, si utilitzem els resultats de la seccié B3, pagina I8, obtenim

L e (L8 8, 10 im0
—4+-—— | e e —— g+ —= =
575 5)%T\5 T "5 )T 5T B

— 5y2 — 20V/5xg + 25y + 145 = 0.

Finalment, si fem una translacié d’eixos de vector

L ((2vB)P—4-5-145 —2v5\  [36v5 V5
T\ a5 (<208 25 ) \25 s )

obtenim, segons la seccié B3, pagina P, la parabola de distancia focus-directriu igual a 2v/5
i equacié en els nous eixos
2
Yy = 45,

yg 9 T
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